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1. Introduction

1.1. Présentation du sujet

On prend un nombre et on multiplie 'ensemble de ses chiffres entre eux afin d’obtenir un nouveau
nombre, on prend donc ce nouveau nombre et on recommence jusqu’a ce que le résultat du produit
soit un chiffre.

On appelle donc persistance d'un nombre, le nombre de multiplications nécessaires pour arriver au
résultat avec un seul chiffre.

Par exemple 89 c'est 8 X9 = 72, puis72c’est 7 X2 =14 et 14 c’est 1 X4 = 4;il y adonc 3 étapes
pour arriver a 4, la persistance de 89 est donc 3.

1.2. Résultats

® Le résultat de la multiplication des chiffres du nombre est inférieur au nombre.
e La plus grande persistance trouvée avec nos algorithmes est 11 pour 277777788888899 pour
les nombres jusqu’a 10>,

2. Premieéres recherches

Nous avons calculé a la main les premieres persistances.
On remarque alors :
«» Lorsqu’un nombre comporte un 0, son produit vaut O et sa persistance 1.

Démonstration :
Soit P un entier naturel de n chiffres strictement plus grand que 9 et a; des entiers naturels compris
entre 0 et 9 tel que: P=Y" , a; x 10,
Siona ay =0 avecke L] et0< k < [] alors pour le produit des chiffresde Pon a :
Toli = Qo X A X...X Qg X..X a,
= TS0 @ X Tiogr @i X ag
2o ai X Ilitkera X0
=0




< Siun nombre est composé uniqguement de 1, alors on obtient 1 et une persistance de 1.

Démonstration :
Soit P un entier naturel strictement plus grand que 9 composé que de n chiffres tous égaux a 1 alors
le produit de ces chiffre est:

Mpa;=1x1X.x1x1=1"1 =1

< Tout nombre qui contient un chiffre pair et un 5, a une persistance d’au plus 2.

Démonstration :
Soit P un entier naturel strictement plus grand que 9 et a;un entier naturel compris entre 0 et 9 tel
que:P=Y",a; x10¢
On suppose qu'il existe k entier tel que 0< k <n et ay pair non nul et qu’il existeun j€ [ tel
que 0<j <n (évidemmentj # k) eta; =5
Hizoai Mizoa: o N
agaj  agaj
- 10x ¢t x Di=o%
agaj
ainsi [[}2, a; est un multiple de 10 donc il comporte un 0 donc d’aprés la propriété précédente, sa
persistance vaut 1 et donc P a pour persistance 2 (sauf s’il posséde un chiffre égal a 0, dans ce cas, sa
persistance vaut 1).

alorsa, =2 X tavect = 1,2,3,4 donc [[[,a;=2x t X 5 X

Nous avons ensuite calculé la persistance de nombres assez grands (plus de 5 chiffres) pris au
hasard afin de déterminer si une persistance maximale ressortait. Nous avons ainsi abouti a une
premiére conjecture, la persistance maximale semble étre 4.

3. Les anagrammes

D’aprés le calcul des premiéres persistances nous avons pu remarquer que tous les
anagrammes d’un méme nombre ont une persistance identique. En effet, cela est di au fait que le
produit de tous les chiffres composant le nombre est le méme peu importe I'ordre dans lequel on
effectue ce produit.

Nous avons donc par la suite utilisé la formule des anagrammes afin de connaitre le nombre
d’anagrammes pour un nombre et ainsi réduire le champ des possibilités.

Soit k; le nombre de fois que le chiffre j est dans le nombre alors le nombre d’anagrammes d’un

N . n! L.
nombre a n chiffres est : T . avec évidemment Z?:o ki=n
j=0j*

4. Création de programmes:

La recherche de persistance a la main étant longue et fastidieuse, nous avons réfléchi a la
création de programme afin de rendre ce processus plus sdr et plus rapide.
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Tout d’abord nous avons écrit les programmes de base, afin de pouvoir les utiliser par la
suite dans des programmes plus complexes.

Nous avons ainsi commencé par le programme du produit des chiffres d’'un nombre

def produit(n}:

return |
puis celui de la persistance:

def persistance(n):
while n>9:
return s
sachant que nous cherchions a déterminer la persistance la plus grande possible ou encore a montrer
gu’il existe une persistance infinie, la valeur de chaque persistance ne nous était donc pas nécessaire.

Nous avons donc créé un programme qui nous donne uniqguement les persistances ainsi que les
valeurs pour lesquelles la persistance est supérieure a celle déterminée.

def final(n,m,M):

'T_[i Dans cette fonction, n et m sont les bornes pour la recherche et
a=[1 M est la persistance que I'on veut atteindre ou dépasser.
for i in range (n.m}:
per_l=persistance (1] On stocke alors les nombres et leur persistance dans les listes L et
if per_is=i A
L.append{per_i)
A.append{chi
print{leni{L},A[8])
return L, A

puis, un programme qui nous donne la persistance maximum sur un intervalle donné
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def maximumi{n,m):
max1=C
ind=E

for k in

if proc

=Ty«

return maxi,1inc

Grace a ces premiers programmes nous pouvons déja dire que notre premiére conjecture
d’une persistance maximum égale a 7 est fausse. En effet, sur Iintervalle [0; 10000], la persistance
maximale est 6; sur I'intervalle [10000; 100000], la persistance maximale est 7; sur I'intervalle 3
millions-5 millions la persistance maximale est 8.

Le probleme est que ces programmes prennent du temps dées que I'on prend des grands
nombres.

Les programmes nous permettant d’avancer nous avons donc continué avec la création de
nouveaux programmes en cherchant a optimiser le temps de calcul. Nous nous sommes donc
intéressés a la création d’une boucle qui calcule uniquement le produit du nombre, puis va chercher
la persistance du résultat du produit dans la liste déja existante et y ajoute 1. le programme calcule
ensuite le produit de nombre suivant et ainsi de suite...

def Listpers(d,j):

for 1 in range (3):
append((1,persistance(1)))

while E-:::
return D[d]

Pour que cela fonctionne de maniére optimisée il aurait fallu que la liste créée préalablement
puisse étre gardée pour ne pas tout recommencer a chaque fois. Nous ne sommes donc pas allés
plus loin sur cette voie. Cependant, pour étre slirs que la boucle finissait, il a été nécessaire de
montrer que le résultat de la multiplication des chiffres du nombre est inférieur au nombre, on a
donc écrit la démonstration suivante:

2

% Le résultat de la multiplication des chiffres du nombre est inférieur au nombre.

Démonstration :

Soit k un nombre sous la forme k = )i~ a; X 10t etk >9.VieN Vi,a; € Neta; €[1;9]
On note Pers; (k) la multiplication de tous les chiffres de k donc Pers (k) =1L, a;

Vi € [0;n], a; < 9 d’ou par produit [[Lya;<a, x9™ et
Vi€ [0;n—1],a; >0 donc X", a; X 10°>a,x 10"

De plus, pour n € N*:
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9<10

< In9< In10 car la fonction logarithme népérien est strictement croissant sur Rt
©nX In9<nxIni0 carn >0

< In9"<In10™

S 9t < 10" car la fonction exponentielle est strictement croissante sur R*

S a, Xx9<a, x10" cara, >0

Doncvuque [Thpa; <a, X 9™ et X, a; X 10t > a, X 10™ et que a, x 9™ <a,, X 10™

On peut affirmer que YL, a; X 10°> [, a;

Si a; peut étre égal a O alors Pers;(k) = 0 donc Pers;(k) <k (cark >9)

Donc le produit des chiffres d’'un nombre est inférieur au nombre initial ce qui implique que nous
pouvons trouver la persistance d’'un nombre en un nombre fini d’étapes.

Enfin, comme remarqué précédemment, I'assemblage de certains chiffres conduisent a faire
apparaitre des 0 ou ne change rien (par exemple le 1). Nous avons donc créé un programme qui
construit un nombre a partir des chiffres que I'on veut y faire intervenir et de la taille finale du
nombre que I'on souhaite.

Ce programme calcule la persistance de tous les nombres utilisant uniquement les chiffres
mentionnés et renvoie le premier nombre a avoir la plus grande persistance trouvée.

- variakhlae mals P amiFsar 1 F1l et mamnT e
FUNE Wl Lall LS QLODgGL pou LLUNLEE L ULLLLSd L1y =|IRVS
ec valeurs des nombres persistants
LLIE LES WdlEUls e Qlpres pelalaldlila

des nombres de taille+l chiffres utilisant
<

AT an e nombres pré

=
;

HoH —eE H
i = T
== -
o o~ B
-]

def nimgie}si[ﬁl:--.:a.z_lli-.:.-|-1-:-r.1l:- re):

global listp
if taille=-1:
for m im nb :
nombre=nomb re+n*10*+*taille
nbpersi{nb, taille-1, nombre)
nombre=nombre-n*10*+*taille
else:

if persistance(nombre)>=11:
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puis un deuxiéme plus efficace qui nous a permis de déterminer la plus grande persistance que I’'on
a, c'est-a-dire 11 pour 277777788888899.

Pour ce dernier programme, nous avons utilisé des chaines de caractéres pour faire des mots avec
nos chiffres, rangés par ordre croissant. Cela permet de ne faire qu’une occurrence de nos
anagrammes, et donc de pouvoir tester plus de nombres (mais nous n’avons pas dépasser les 103°)

1 import itertools

2

3~ def multiplicative_persistence(n):

4 """Calcule la persistance multiplicative d'un nombre.”""

5 steps = @

[ while n »>= 1@:

7 product = 1

8- for digit in str({n):

g product #*= int{digit)

1a n = product

11 steps += 1

12 return steps

13

14 ~ def generate_ascending_numbers(max_length):

15 ""rGénére des nombres avec les chiffres 2, 7, 8 et 9 dans une structure ascendante.™"™"
15 digits = ['2', '7', '8', '9']

17 max_persistence = @

18 best_number = HNone

19

28 - for length in range(l, max_length + 1):

21~ for combo in itertools.combinations_with_replacement(digits, length):
22 num_str = '".join{combao)

23 num = int({num_str)

24 persistence = multiplicative_persistence(num)

25 if persistence > max_perziztence:

26 max¥_persistence = persistence

27 best_number = num

28 print(f"Nombre: {num}, Persistance: {persistence}")
29

38 return max_persistence, best_number

31

32

33 max_length = 15 # Limite de longueur pour les nombres

34

35  max_persistence, best_number = generate_ascending_numbers(max_length)
36

37  print{f"‘nlombre avec la plus grande persistance: {best_number}™)
38  print{f"Persistance maximale trouvée: {max_persisztence}")

En paralléle des programmes nous avons également suivi une autre piste, celle de réaliser le
processus dans le sens inverse. Dire que I'on fait le processus a I'envers signifie que I'on part d’un
nombre k et on cherche un nombre dont le produit de ces chiffres donne k.

L'intérét de cela est que si on note t la persistance de k alors ce nouveau nombre a une persistance
de t+1 et par définition de ce processus si k ne comporte pas que des nombres premiers inférieur ou
égal a 7 en décomposition de facteurs premiers alors on ne peut pas trouver un produit de chiffres
donnant k.

Cette recherche est encore en cours.
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5. Conclusion

Pour conclure, nous n’avons pas répondu a la question initiale qui demandait s’il existait une
persistance maximale pour les entiers. Néanmoins, nous avons trouvé un certain nombre de petits
théoremes et programmer des algorithmes qui nous font conjecturer qu’il n’existe pas de persistance
maximale mais la croissance de cette persistance maximale est trés petite.
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