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1 Présentation du sujet

Les macons utilisent traditionnellement un double-meétre pliant gradué composé de 10 sections
de 20 ¢m qui s’articulent pour pouvoir se ranger facilement. Mais avec le temps et 'usure, les
graduations ont tendance & s’effacer...

On souhaite concevoir un métre pliant non gradué, dont les sections sont des longueurs
entiéres de centimétres et qui permettrait de mesurer n’importe quelle longueur de mesure entiére
en centimeétres.

Par exemple le métre ci-dessous permet de mesurer les longueurs 3, 4, 5 mais aussi 3+4 =7,
445=9et3+4+5=12

De maniére moins évidente, il permet aussi de mesurer les longueurs 1, 2 et 6, mais pas les
longueurs 8 ni 10 ni 11 ...

4 cm [C 3 cm °

(. 3 cm 0)

Peut-on faire un meilleur instrument avec trois segments ?

L’idéal serait un instrument avec le moins de segments possible permettant de mesurer toute
longueur inférieure & 3m 64, ce qui correspond & la hauteur maximale courante d’un étage de
batiment de bureaux.

Combien de segments posséderait-il et quelles seraient leurs longueurs ?




2 Reésultats

Nous avons durant I’année dans un premier temps étudié la question du métre pliant a trois
segments, ce qui nous a conduits & établir quelques méthodes et résultats plus généraux qui nous
ont servi par la suite, notamment sur le nombre maximal de mesures possibles par un métre
pliant & n segments.

Dans un deuxiéme temps, nous nous sommes concentrés sur le probléme de la conception d’un
metre pliant permettant toutes les mesures consécutives de 1 jusqu’a la somme des longueurs de
tous ses segments : ’existence d’un meétre permettant de mesurer toutes les longueurs jusqu’a 364
n’est pas une difficulté (364 segments de longueur 1!), il s’agissait de trouver une méthode qui
permette de gagner plusieurs ordres de grandeur et qui se généralise & n'importe quel nombre.

Nous avons trouvé un systéme fondé sur les puissances de deux, que nous avons ensuite cherché
4 optimiser. Dans cet article, nous donnerons la preuve dans la partie 5 qu’un métre construit
suivant ce systéme a toutes ses mesures consécutives, et dans la partie 6 nous chercherons quelques
arguments pour étayer la conjecture que ce systéme est optimal.

Au préalable dans les premiéres parties 3 et 4, nous présenterons les premiéres étapes de nos
recherches qui nous ont permis d’établir le nombre maximal de mesures possibles par un métre
pliant possédant n segments, et qui ont abouti & la caractérisation d’'un type de métre pliant
atteignant ce nombre maximal de mesures possibles.

3 Un meétre pliant & trois segments

3.1 Quelques définitions et notations

Pour une plus simple lecture de Iarticle, il est ici nécessaire de définir certains termes spéci-
fiques et notations que nous emploierons réguliérement.

— Un meétre-pliant connu composé de n segments de longueurs a; (1 < i < n) sera noté de
la maniére suivante : [al as ... an]

— Nous emploierons le terme de « trou » pour désigner une longueur que ne permet pas de
mesurer un métre-pliant lorsqu’elle se situe dans I'intervalle de deux longueurs mesurables.
Lorsqu’il v a un trou, les valeurs mesurables par un meétre-pliant ne sont donc naturelle-
ment pas successives. Par exemple, si un métre-pliant permet de mesurer les valeurs 7 et
9 mais pas 8, alors il y a ici un trou.

— Nous emploierons le terme de « doublon »lorsqu’une méme valeur est mesurable plusieurs
fois par un méme métre-pliant, de différentes maniéres. Lorsqu’un doublon apparait, le
nombre total de valeurs mesurables par le meétre-pliant est donc réduit, car il s’emploie de
plusieurs facons a la mesure d’une méme longueur. Par exemple, le métre-pliant [l 3 7]
mesure deux fois la longueur 4 : 143 = 4 mais également 7—3 = 4. Il y a donc un doublon.

3.2 Une premiére approche expérimentale

Notre premiére démarche : des essais. D’abord avec deux segments, nous avons trouvé rapi-
dement le métre-pliant optimal, le métre [1 3] qui permet de mesurer les longueurs 1, 2, 3 et 4
(FIGURE 1).

Nous sommes partis, dans le choix des premiéres mesures des trois segments, de quelques
principes :
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FIGURE 1 — 2 segments, 4 mesures possibles au total : 1, 2, 3 et 4

1. Utiliser un segment de lcm & 'une des deux extrémités; ceci permet de multiplier par 3
le nombre de longueurs mesurables sans ce segment, par la soustraction ou ’addition de
ce segment de lcm.

2. Ne pas utiliser de segment dont la taille est un nombre pair; les nombres pairs sont
facilement calculables avec deux nombres impairs : 2n+ 14 2n + 1 = 4n + 2, qui est un
nombre pair.

3. Ne pas utiliser plusieurs fois des segments consécutivement impairs ( par exemple :
[1 3 5]); en effet, 3 — 1 = 2 mais 5 — 3 = 2 également, ce qui calcule deux fois la
méme valeur. Les doublons sont, naturellement, & éviter.

4. Chercher a faire en sorte qu'il y ait le moins de doublons possibles et le moins de trous
possible parmi les mesures permises par le métre.

Par ces quatre principes, une combinaison semble intéressante : [1 3 7].

Nous avons rapidement éliminé cette possibilité car des doublons apparaissent (143 =4 et
7T—3=4;7—(341) =3, cette valeur étant déja celle du deuxiéme segment). Aussi, certaines
valeurs ne sont pas mesurables (6 et 8). [1]

Nous avons ensuite essayé la deuxiéme combinaison « évidente » : [1 3 9].

FIGURE 2 — 3 segments, 11 mesures possibles dont 7 nouvelles : 5, 6, 7, 9, 11, 12, 13

Cette combinaison a été plus fructueuse : elle permet de calculer les valeurs 1; 2; 3; 4; 5;
6;7;9;11;12; 13. Les valeurs 8 et 10 sont absentes de cette liste, car elles se calculeraient
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& laide des deux segments situés aux extrémités du métre-pliant, mais nous considérons ici
qu’il est physiquement impossible d’additionner et soustraire les deux segments extrémes sans
utiliser celui du milieu. Cette liste présente 11 valeurs, et aucun doublon semble-t-il. Pour nous
en convaincre nous avons cherché a prouver par dénombrement que c’est le nombre maximal de
valeurs pour un métre-pliant de 3 segments. Nous nous y sommes pris « systématiquement », en
commencant par un meétre-pliant de 1 segment a, puis 2 segments a et b, et ainsi de suite.

4 Un meétre pliant sans doublon

4.1 Nombre maximal de mesures possibles

Nous avons cherché le nombre de nouvelles mesures [2] trouvables en passant & un n™¢
segment, c’est-ad-dire le nombre de mesures supplémentaires que permet un métre-pliant de n
segments et que ne permet pas un meétre-pliant de n — 1 segments.

Nous avons ainsi établi la TABLE 1 pour les quatre premiers segments et nous avons trouvé
les résultats suivants : [3]

TABLE 1 — Dénombrement des nouvelles valeurs

a b c d
a-+b b+ c c+d
a—>b b—c c—d
a+b+c b+c+d
a—b-+c b+c—d
—a+b+c b—c+d
a+b—c b—c—d
a+b+c+d
a+b+c—d
a—b+c+d
a—b+c—d
—a+b+c+d
—a+b+c—d
a+b—c+d
a+b—c—d

Pour 1 segment, 1 nouvelle valeur : 1 = 2°

Pour 2 segments, 3 nouvelles valeurs (4 valeurs au total) : 3 = 20 4+ 2!

Pour 3 segments, 7 nouvelles valeurs (11 valeurs au total) : 7 = 20 + 21 4 22

Pour 4 segments, 15 nouvelles valeurs (26 valeurs au total) : 15 = 20 4 21 422 4 23

Nous avons alors remarqué que ce nombre de nouvelles valeurs semblait étre a chaque fois
une somme de puissances de 2, ce que nous avons démontré sous la forme du premier théoréme
ci-apres.
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Théoréme 1 : Soit (V,,) la suite qui exprime le nombre de nouvelles valeurs posssibles trouvées
en ajoutant un n-iéme segment a un métre pliant comportant n segments. Alors :
Vo=2042t+ 2l =271
Preuve : [4] Le nombre maximal de nouvelles valeurs obtenues en ajoutant un n-iéme segment
de longueur a,, se trouve en dénombrant :
— la nouvelle mesure a,
— les deux mesures a, — an,_1 €t an + anp_1
— les quatre mesures a,—ap_1—an_2 €t an—ap_14+an_2; n+an_1—an_o et an+an_1+an_o
— ... ainsi de suite jusqu’a prendre en compte le premier segment qui fournit 27! mesures.

On a donc bien :
V, =204t 4 4 ont

Soit (W) la suite géométrique définie sur N* de raison ¢ = 2 et de premier terme W; = 20
telle que W,, = 2"~1. La suite (V},) correspond & la somme des n premiers termes de (W,,). On
a:

V=W +Wa+ ...+ W,
1-2"

=W

Y12

1-2"

-1
=-1(1-2")
=2"—1. O

En faisant la somme de tous les termes de (V},), nous pourrions exprimer explicitement une
suite (U,) correspondant au nombre total de mesures trouvables pour n segments, c’est-a-dire
les nouvelles mesures trouvables et toutes celles précédemment trouvables.

Théoréme 2 : Soit (U,) la suite qui exprime le nombre de mesures possibles par un meétre
pliant comportant n segments. Alors :

U,=2"t_n—2

Preuve : (U,) correspond a la somme des n premiers termes de (V},), c’est-a-dire a la somme de
toutes les nouvelles valeurs trouvées, en passant du premier segment jusqu’au n-iéme. On a :

Un:‘/i+‘/§++vn—1+vn
=2l 14922 14+ .+l 149"

=2l 224 yonlyon g (On soustrait n car on soustrait 1 n fois)
=220 +2' +.. 42724 2n g

=2V, —n (En se référant a la premiére expression de V,,)
=2(2"—1)—n

=2t —p—2 O

Remarque : Cette suite (U,) est bien cohérente avec nos premiers résultats :
U=22-1-2=4-3=1
Up=2-2-2=8-4=4
U3=21-3-2=16-5=11
Up=2"-4-2=32-6=26
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4.2 Généralisation pour un meétre pliant sans doublon

Nous avons vu que le métre-pliant [1 3 9] est sans doublons et permet de calculer 11
valeurs, ce qui est le maximum. Nous cherchons la logique & suivre pour un 4° segment, un 5°,
etc.

Nous pouvons ici faire apparaitre certaines observations de maniére & comprendre dans quels
cas de figure interviennent les doublons.

— On observe que plus la différence entre chaque segment est élevée, plus la distance entre
les valeurs trouvables est élevée. On cherche donc le « seuil » a partir duquel la différence
entre chaque segment est assez élevée pour qu’il n’y ait aucun doublon, c’est-a-dire pour
lequel la distance entre chaque valeur trouvable n’est jamais nulle.

— On observe que la somme de tous les segments d’'un métre-pliant de n segments ne doit
pas étre inférieure ou égale a U, car autrement il y aura des doublons (voir TABLE 2
partie 5.1 pour 'exemple du métre & trois segments). [5]

Ainsi, 1 4+ 3 + 7 = 11 donc ce métre-pliant comporte des doublons. 1+3+8>11 donc
on peut espérer qu’il n’y ait pas de doublons. Or : 1+3 =4 et 1 +3 —8 = —4 donc ce
métre-pliant mesure 2 fois la valeur 4, il y a un doublon.

— De maniére générale, si le dernier segment est égal au double de la somme des segments
précédents (8 = 2 x (1 + 3)), il y aura systématiquement un doublon. En effet : soit
un metre-pliant composé de n segments tels que [xl 9 ... Tp—i :cn] avec T, —
2(x1 + x2+ ... + 1. Dans ce cas, on a :

1+ a2+ ot xp_1 = |x1 a2+ i+ Ty — Ty
Ainsi, un nouveau principe apparait dans le but d’éviter les doublons :

— Chaque segment doit étre égal au double de la somme des segments précédents, auquel
on additionne 1. De cette facon, chaque segment est assez grand pour éliminer le risque
de doublons. [6]

Notons que notre métre-pliant [1 3 9] suit cette derniére régle : 3 = 1x24+1et 9 =
(14 3) x 2+ 1 et en poursuivant cette régle, nous obtenons pour les longueurs des nouveaux
segments la suite des puissances de 3 :

Théoréme 3 : Pour tout entier naturel n non nul, le métre-pliant [1 3 32 ... 3”], composé
de n + 1 segments, est sans doublon.
Preuve :

Nous avons déja vu que [1 3] et [1 3 9} sont sans doublon.

Soit & présent un meétre-pliant de n segments [acl 9 ... Tp—_1 xn] dont les longueurs

sont les puissances successives de 3, et auquel on cherche & ajouter un nouveau segment x,41 en
utilisant le procédé décrit précédemment.

On pose a = 3, de sorte que 71 = a’, 13 = a, x3 = a?, ... , z, = a" !
On a:

Tpt1 =2(x1+ 22+ . +2p) + 1 (ce qui assure un metre sans doublon)
—(a-1)(1+a+a®+..+a"H+1 (sachant que a =3, ona2=a—1)
=(a+ad®+ad+. +d)—(1+a+a®+.. +a" ) +1
—a+a’+ac+.+a"—1—-a—a>—..—a" 1 +1
— a?L
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Et donc : x,41 = 3" [7]

On peut donc en conclure que tous les métres [1 3 32 ... 3"] seront sans doublon ; ainsi,
par exemple, le métre-pliant [1 3 32 33] est bien sans doublon. [l

Remarque : 11 existe une infinité de métres-pliants a n segments permettant de mesurer le nombre
maximal U,, de valeurs trouvables.

Par exemple, les métres pliants [1 39 28] (o1, pour trouver le dernier segment, on a
ajouté 2 au lieu de 1 au double de la somme des segments précédents) ou encore [1 10 100 1000]
sont sans doublon. Et, de maniére générale, tous les métres-pliants dont chaque segment est su-
périeur (ou égal) au double de la somme des segments précédents auquel on additionne 1, sont
sans doublon.

Mais le métre-pliant [1 3 32 ... 3”] reste le plus compact et le plus exploitable parmi
ceux qui permettent le nombre maximal de valeurs trouvables.

5 Un meétre pliant sans trou

5.1 Les premiers résultats avec un métre pliant i trois segments

Cependant, le terme de “meilleur instrument” pourrait également signifier non pas le plus de
valeurs, mais le plus de valeurs consécutives. C’est I’objet de la deuxiéme partie du probléme : on
cherche désormais & répondre & la deuxiéme question. Pour cela, on ne cherche plus & obtenir un
meétre donnant le plus grand nombre de mesures, mais un métre donnant le plus grand nombre
de mesures consécutives a partir de 1. On a donc établi 2 principes a respecter pour simplifier
les recherches :

— Que la somme de tous les segments ne soit pas supérieure a U, car le nombre de segments

consécutifs ne peut pas étre supérieur a ce nombre

— Avoir un segment de 1 cm & une des extrémités afin de pouvoir obtenir U,, — 1

Pour les métres de 1 ou 2 segments, on peut facilement trouver la meilleure combinaison,
respectivement 1 segment de 1 cm pour 1 valeur et 2 segments de 1 et 3 cm pour 4 valeurs.
ces deux résultats correspondent a la suite (U, ), on est donc certain que ce sont les meilleures
solutions.

Pour les métres de 3 segments, en revanche, la question parait plus compliquée. Cependant,
en appliquant les deux principes, il est possible de faire des essais en gardant un premier segment
de 1 cm et en faisant varier les valeurs des deux derniers segments afin que la somme des 3
segments soit égale & 11 cm : les résultats sont consignés dans le premier tableau de la TABLE 2.

On remarque qu’aucune de ces combinaisons ne donne 11 valeurs. donc pour 3 segments, le
nombre maximal de mesures et le nombre maximal de mesures consécutives est donc différent.

On peut donc réessayer en cherchant 10 mesures consécutives, avec la somme des 3 segments
égale & 10 : les résultats figurent dans le deuxiéme tableau de la TABLE 2.
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TABLE 2 — Mesures possibles pour les métres de longueur 11 et 10

Metre Mesures possibles Nombre
11 9] ]1;2;7;8;9;10; 11 7
[1 2 8] 1;2;3;5;6;7;8;9;10; 11 10
[1 3 7] 1;2;3;4;5;7;9;10; 11 9
[1 4 6] 1;2;3;4;5;6;9;10; 11 9
1 5 5] [1;4;5;6;9;10;11 7
1 6 4] | 1;2;3;4;5;6;7;9;10;11 10
[1 7 3] 1:;3;4;5;6;7;8;9;10; 11 10
[1 8 2] 1;2;5;6;7;8;9;10; 11 9
[1 9 1] 1:7;8;9;10; 11 6
Métre Mesures possibles Nombre
[1 1 8] 1;2;6;7;8;9; 10 7

[1 2 7] 1;2;3;4;5;6;7;8;9;10 10

[1 3 6] 1:;2;3;4;6;8;9; 10 8
1 4 5 1:2;3;4;5;8;9; 10 8
1 5 4 1;2;4:5;6;8;9; 10 8

1;2;3;4;5;6;7;8;9;10 10

—
N
[N}

1;2;4:;5;6;7;8;9;10 9

—_
oo
_

— o — o
—_
(=)
w
e L

1;6;7;8;9;10 6

On remarque que pour [1 2 7] et [1 6 3] on trouve 10 valeurs donc le nombre maximal
de valeurs consécutives est 10 pour un meétre a trois segments.
5.2 Etude des deux types de métres-pliants trouvés

On peut alors se demander pourquoi ces deux métres [1 2 7] et [1 6 3] fonctionnent
aussi bien, pour cela, on peut observer la maniére dont ils donnent les différentes mesures.
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5.2.1 Pour 3 segments :

TABLE 3 — Décompositions des mesures pour le métre [1 2 7}

Mesure 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Décompositions ou21—1 21241 | 7-2-1|7-2|7-241|7|74+2-1|7+2|7+2+1

On peut donc comprendre le fonctionnement de ce metre : I'idée est d’obtenir un maximum de
mesures en utilisant les segments de 2 et de 1 afin de facilement les additionner ou les soustraire
au 7 (On pourrait se dire que cela est aussi possible avec des segments de 1 et de 3 qui donnent
4 mesures au lieu de 3, mais il n’est pas possible d’obtenir la mesure 1 en utilisant le segment de
3 et donc de soustraire ou ajouter cette mesure au segment suivant). Les trois premiéres mesures
sont donc définies par les deux premiers segments, les trois suivantes en soustrayant les trois
premiéres au segment de 7, la suivante avec simplement le dernier segment et les trois derniéres
en ajoutant les trois premiéres au dernier segment. Le nombre 7 est utilisé car la mesure minimale
trouvable en 1'utilisant est égale & la valeur maximale trouvable sans 1'utiliser, augmentée de 1.

Autrement dit, c’est le double de la somme des deux premiers segments, augmenté de 1. On
retrouve ainsi la méme idée que celle exploitée dans la partie 4.2

Si 'on voulait appliquer la méme idée pour un meétre de n segments, on peut conjecturer
que ce meétre serait sous la forme [20 2l .. 272 254 1] ol s est la somme des premiers
segments.

TABLE 4 — Décompositions des mesures pour le métre [1 6 3]

Mesure 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Décompositions | 1 | 6 —3 —1 ou(?—3 6—-3+1|6—-1|6|6+1|6+3—1|64+3|6+3+1

Cette fois-ci, I'idée est d’obtenir un maximum de multiples de 3 en utilisant les segments de
6 et de 3, puis de soustraire ou ajouter 1 & ces valeurs pour obtenir les autres nombres. Pour
la mesure 1, on peut donc considérer qu’on effectue 0 4+ 1 car 0 est un multiple de 3. Si 'on
veut appliquer la méme idée pour un nombre n de segments, on peut conjecturer que ces métres
seraient sous la forme [1 3 (2”_2) 3 (2”‘3) . 32 3].

5.2.2 Un résultat essentiel :

On peut se dire que pour 4 segments, les métres donnant le plus de mesures consécutives sont
[1 2 4 15]et[l 12 6 3];pourbsegmentscesont [I 2 4 8 3l]et[l 24 12 6 3],
ete.

Cependant pour prouver cela, il faut d’abord prouver qu’il est possible d’obtenir tous les
entiers multiples de k entre k et (2" — 1)k avec le métre [k 2k 2%k ... 2" 2k 2" 'k] en
utilisant le dernier segment, car ce principe est utilisé dans les deux types de métres.

Théoréme fondamental 4 : Soit n un entier naturel non nul.
Le métre pliant[l 2 22 ... o2 2”_1] permet d’obtenir toutes les mesures de1 42" —1 a
partir de 'extrémité du segment de longueur 2"~1 . [§]

Preuve : Pour cela, on effectue une preuve par récurrence sur n.
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e Pour un métre-pliant d’un seul segment 1, la seule valeur possible est 1 soit touts les entiers
entre 1 et 2" — 1 = 2! — 1 =1 donc le théoréme est vrai pour n = 1.

e Pour [20 2! ... 2772 2n7l):
Si 'on suppose que le théoréme est vrai pour Uentier n — 1, c’est-a-dire qu’on peut mesurer
toutes les longueurs de 1 & 2"~! — 1 grace au métre [20 2l .. 2n3 2”_2] a partir de

Iextrémité de son segment de longueur 2”2, alors en utilisant le dernier segment de longueur

2n—1 il est possible d’y ajouter ou soustraire toutes les mesures que ’on obtient en utilisant les
segment précédents, soit toutes les mesures de 1 4 2"~ — 1. On note v un entier naturel compris
entre ces deux valeurs.

On obtient alors :

— avec 21 — v toutes les valeurs comprises entre 27! — (2”_1 — 1) =let2" 1 —1;

— avec le dernier segment, la valeur 271 ;

— avec 2! + v toutes les valeurs comprises entre 2771 4+ 1 et 2771 + (2”‘1 — 1) =2"—1.

Soit toutes les valeurs entre 1 et 2" — 1 en utilisant le dernier segment. Il est donc possible
d’obtenir tous les entiers entre 1 et 2" — 1 en ajoutant le dernier segment de longueur 2"~ au
metre [20 21 ... 2n73 2n7?)

e Comme ce théoréme est vrai pour n = 1, on en conclut qu’il est vrai pour tout entier
naturel n non nul. O

Conséquence du Théoréme fondamental : Soient n et k deux entiers naturels non nuls.
Le métre pliant [k 2k 22k ... 2" 7%k 2”_1k] permet d’obtenir tous les multiples consécutifs
de k a (2" — 1)k a partir de Pextrémité du segment de Iongueur 2" 'k .

Preuve : D’aprés le théoréme fondamental, le métre-pliant [20 2! on—2 2”*1] permet

de mesurer toutes les longueurs de 1 & 2" — 1 & partir de ’extrémité de son segment le plus long.
Or chacune de ces longueurs m est obtenue comme une somme ou différence des longueurs des
segments. Si on multiplie tous les segments par k, on obtient donc la longueur £ x m. O

5.2.3 Pour un nombre n de segments

Grace a cela, on peut prouver que les deux types de métres vus plus tét fonctionnent pour
tout entier n supérieur ou égal a 3.

Théoréme 5 : Soit n un entier naturel non nul.
Les métres pliants [2° 21 ... 2772 2s+1] ous=2""1—1,et[1 3(2"72) 3(2"3) ... 3% 3]
permettent toutes les mesures consécutives entre 1 et 3(2"71) — 2.

Preuve :
e Pour [20 2l .. 22 254 1], d’aprés le théoréme fondamental, il est donc possible de
mesurer :
— toutes les longueurs entre 1 et s = 2"~ ! — 1 en utilisant les premiers segments
— toutes les longueurs entre 2s +1 — s = 2" 1 et 25 +1 — 1 = 2" — 2 en soustrayant ces
mesures au dernier segment ;
— la longueur 2s + 1 = 2" — 1 avec le dernier segment ;
— toutes les longueurs entre 25 + 1+ 1 = 2" et 25+ 1+ s = 3(2"7!) — 2 en ajoutant les
premiéres mesures au dernier segment ;
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Ce métre mesure donc bien toutes les longueurs entre 1 et 3(27~1) — 2.

e Pour [1 3 (2”_2) 3 (2”_3) . 32 3], d’aprés la conséquence du théoréme fondamen-
tal, en prenant k = 3, il est donc possible de mesurer :

— la longueur 1 avec le premier segment

— toutes les longueurs multiples de 3 de la forme 3m avec 1 < m < 2n—1_ 1 avec les derniers

segments ;

— toutes les mesures 3m — 1 avec les multiples de 3 diminués d’une unité par le premier
segment ;

— toutes les longueurs 3m + 1 avec les multiples de 3 augmentés d’une unité par le premier
segment ;

Or tout entier naturel s’exprime sous forme 3m ou 3m — 1 ou 3m + 1 avec m € N; le métre
mesure donc bien toutes les longueurs entre 1 et 3(271) — 2. ]

Remarques : Cela montre également que les deux types de meétre donnent le méme nombre de
mesures pour le méme nombre de segments.

D’autre part, on peut constater que le métre a deux segments [1 3] reléve simultanément
des deux types de métre.

5.3 Un autre type de métre-pliant plus efficace

On pourrait alors se dire que ces deux types de métre sont les meilleurs possibles pour
tout n, cependant, lorsque ’on refait des essais pour 4 segments, cette fois-ci on trouve un meétre
[1 2 14 7] donnant 24 valeurs alors que les métres [1 2 4 15] et [1 12 6 3} ne donnent
que 22 valeurs.

En fait, il apparait que le métre [1 2 14 7] est un « hybride » des deux types de métres
rencontrés jusqu’a présent. On reconnait en effet des attributs du premier type de meétre avec
les puissances de 2 en premiers segments ainsi que 2s +1 =2 x 3+ 1 = 7 en dernier segment.
On peut aussi reconnaitre la fin du deuxiéme type de métre avec, cette fois-ci 2s + 1 a la place
de 3 en facteur. Le fonctionnement de ce métre est également un mix des deux types de métre,
chacune des deux parties du metre possédant § = 2 segments.

5.3.1 Pour un nombre de segments pair :

L’idée est d’obtenir un maximum de valeurs en utilisant les premiers segments pour les
additionner ou soustraire aux différents multiples de 2s + 1 que l’on obtient avec les derniers
segments (FIGURE 3), chacune des deux parties du métre possédant 5 segments.

Théoréme 6 : Soit n un entier naturel pair non nul et s Ientier naturel s = 27 —1
Le métre pliant {20 21 ... 271 <2%_1> ] (2%_2) § ... 2s s} permet toutes les me-

. n
sures consécutives entre 1 et 271 — 93+,

Preuve :

En posant m un entier naturel non nul et r un entier naturel compris entre 1 et s, corres-
pondant & une mesure quelconque obtenable avec la premiére partie du métre, on peut alors
obtenir :

— toutes les mesures entre 1 et s en utilisant les § premiers segments : la somme de leurs

longueurs vaut effectivement s = o(3-1)+1 _1—-9% _1.
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C 9 9
s=3

tous les multiples de 2s + 1 de 0 jusqu’a s(2s + 1)

FIGURE 3 — La deuxiéme partie permet d’obtenir les multiples de 2s + 1

— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) avec m compris entre 1 et s avec les derniers
segments (FIGURE 3);

— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) — r ot m est compris entre 1 et s, avec les
multiples de 2s + 1 diminués des mesures de la premiére partie du métre (FIGURE 4);

- =~

./ L7 & AN AN v' \
’ A \ . .. \
doawl N \ s 2(2s4+1) —s et on continue ainsi 1
1, RN \ L0 e > 1
L 1 > L2 ' L2
QD) o ¢ o . o
T T T
-« V\‘ V\‘ V\ -« >
s 1 s 2s+1—s | 25+ 1
<7} =S5+ 1 }
. |
tous les entiers !
delas = l
1

tous les entiers de s + 1
a2s+1+s=2(2s+1)—s—1

F1GURE 4 — Les entiers de 1 & s, combinés avec les multiples de 2s 4 1
— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) + r ot m est compris entre 1 et s, avec les
multiples de 2s + 1 augmentés des mesures de la premiére partie du métre (FIGURE 4).

Or tout entier naturel est la somme d’un multiple de 2s 41 et d’un entier r compris entre —s
et s, le métre donne donc toutes les valeurs entre 1 et s(2s +1) +5 = 2s(s+1) = 2"+ — 22+
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5.3.2 Pour un nombre de segments impair :

Il n’est possible d’avoir deux parties égales que si le nombre de segments est pair. Pour un
nombre de segments impair, il y a donc une « moitié » composée de de "TH segments et une
autre « moitié » de "T_l segments. Il y a donc deux métres-pliants possibles, 'un ot la premiére

partie est dominante et ’autre ot la deuxiéme est dominante.
Théoréme 7 : Soit n un entier naturel pair non nul

Les métres pliants [20 ol .. 2" (2%3) S (27155) s ... 2s s] avec s = 2" — 1

0 1 n—3 n—1 n—3 n—1

et 20 20 ... 27z 277 s (272 )s ... 25 s|lavecs=2"2 —1
n+1 n—

permettent toutes les mesures consécutives entre 1 et 2"+1 — 2" — 2",

Preuve :

e En posant m un entier naturel non nul et » un entier naturel compris entre 1 et s, corres-
pondant & une mesure quelconque obtenable avec la premiére partie du meétre, on a donc pour
le premier cas :

— toutes les mesures entre 1 et 2°3 — 1 en utilisant les premiers segments; la somme de

leurs longueurs vaut effectivement s = o("F )+ 1= 9" 1.

— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) ot m est compris entre 1 et 2"3 — 1 avec les
derniers segments : 2"7 —1 correspond & la somme des coefficients de s dans les mesures
des segments de la deuxiéme partie du meétre

— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) — r ot m est compris entre 1 et 2"3 — 1 avec
les multiples de 2s + 1 diminués des des mesures de la premiére partie du métre;

— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) 4+ r ot m est compris entre 1 et 2" — 1 , avec
les multiples de 2s + 1 augmentés des mesures de la premiére partie du metre .

Comme dans le cas ot n est pair, on en conclut que ce metre donne donc toutes les valeurs
entre 1 et (2"%1 —1) (25 +1) +5 = (2”7’1 —1) (2¥ —1) Fot =gt 9 9t

973

e Et pour le deuxiéme cas :

— toutes les mesures entre 1 et s = 2" —1 en utilisant les premiers segments ;

— toutes les mesures de la forme m(2s 4+ 1) ot m est compris entre 1 et 2"2 — 1 avec les
derniers segments : 2" 1 correspond & la somme des coefficients de s dans les mesures
des segments de la deuxiéme partie du métre;

— toutes les mesures de la forme m(2s + 1) — r ot m est compris entre 1 et 2"3 — 1 avec
les multiples de 2s + 1 diminués des mesures de la premiére partie du métre;

— toutes les mesures de la forme m(2s 4+ 1) + r o m est compris entre 1 et 2"3 — 1 avec
les multiples de 2s + 1 augmentés des mesures de la premiére partie du meétre .

Le meétre donne donc toutes les valeurs entre 1 et (2%1 - 1) (25+1)+s =27 +! 2" 2"

O
Cela montre également que les deux cas produisent les mémes résultats.
Cette méthode est la meilleure que nous ayons trouvée pour avoir le plus de valeurs consé-

cutives. Cependant, nous n’avons pas prouvé qu’elle est la plus efficace pour un nombre n de
segments au-dela de n = 4 : la question reste ouverte.
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5.4 Reéponse a la deuxiéme question

Il est désormais possible de répondre a la deuxiéme question :

En utilisant la suite (Uy,), on trouve que le premier terme supérieur a 364 est Ug = 502 donc
dans tous les cas ¢a ne marchera pas avec un métre possédant moins de 8 segments. En utilisant
la méthode montrée dans la partie 5.3 on trouve le métre [1 2 4 8 248 124 62 31].

En additionnant les longueurs de tous ses segments on trouve 480. On a donc trouvé un meétre
donnant toutes les mesures entre 1 et 480, ce qui est supérieur a 364. Avec ce résultat, on peut
également remarquer que le nombre maximal de mesures consécutives est trés proche du nombre
maximal de mesures sans contraintes (environ a 4% preés).

6 Evolution des proportions de doublons

Comme on a pu le voir avec les résultats précédents, le nombre de mesures consécutives reste
trés proche du nombre maximal de mesures, ce qui signifie un nombre de doublons qui reste tres
bas car leur nombre correspond a la différence entre le nombre maximal de mesures et le nombre
de mesures consécutives. Par exemple, pour 8 segments on a donc un nombre de doublons de
502 — 480 = 22. Le taux de doublons quant & lui s’obtient en divisant ce nombre de doublons

22
par U,. Pour 8 segments on obtient alors un taux de 202 ~ 4% ce qui est plutot bas. On peut

alors se demander s’il reste bas lorsque le nombre de segments augmente, ou plus généralement,
comment évolue le taux de doublons lorsque n augmente.

6.1 Deux suites

Il est possible de calculer le nombre de doublons en fonction de U, et du nombre de mesures
consécutives pour un nombre n de segments. Cependant, comme ce nombre de doublons différe
en fonction de la parité de n , il faut deux suites que nous noterons respectivement Dp (nombre
de doublons si n est pair) et Di (nombre de doublons si n est impair) pour les deux cas de figure.

On a ainsi, pour tout entier naturel n pair :

Dp, = Uy, — (2"“ . 2%“)
— 27’L+1 —n—-92_ 2n+1 + Q%Jrl
=23t 2

Et, pour tout entier naturel n impair :

Di, = U, — (2"“ _ot 27)
n—1

—ontl 9 _ontl 9" 4 oty
ntl n—1
=22 +22 —n-—2

6.2 Evolution du nombre de doublons

Avec les premiers résultats que ’on a obtenu, on peut conjecturer que le nombre de doublons
augmente toujours lorsque n augmente. On a alors encore une fois deux cas de figure. Pour
connaitre 1’évolution du nombre de doublons entre un nombre n pair de segments et le nombre
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suivant n + 1, qui est impair, on va étudier le signe de Di, 1 — Dpy,, et pour le cas inverse on va
étudier le signe de Dpn41 — Diy,.

Si n est pair on a :

DinH—Dpn:ﬁ“JrQ%—n—s—(2%+1—n—2)
=23t 4925 —p-3-2:Fl 442
—925 1

Diny1 — Dp, est positif lorsque 23+ > 1, soit lorsque n > 0 :

Or un métre pliant a un nombre entier supérieur a 0 de segments et n est pair, donc n > 2.
On peut en déduire qu’entre un métre avec nombre de segments pair et un avec un nombre de
segments impair, le nombre de doublon augmente toujours.

Si n est impair on a :

Dan—Dz'n:z”T““—n—?)—(Q"T“ —|—2nT_l—n—2)
=2"r 342" —2"7 4nt2

+1 +1 —1
— 9"t _ 9" _ 9" _ 1.

n—1 n—1 n—1
=4x272 —2x272 —22 —1.
— 2" 1.

Dpn41 — D1y, est positif lorsque 25 > 1, soit lorsquen —1>0oun>1:

Or un métre pliant a un nombre entier supérieur & 0 de segments et n est impair, donc n > 1.
On peut en déduire qu’entre un meétre avec nombre de segments impair et un avec un nombre de
segments pair, le nombre de doublon augmente toujours, sauf entre 1 et 2 segments ou le résultat
reste constant On peut alors en déduire que le nombre de doublons augmentera toujours lorsque
le nombre de segments augmente.

6.3 Evolution du taux de doublons

On cherche & présent a répondre a la problématique de cette partie, & savoir : « comment
évolue le taux de doublons lorsque n augmente 7 ». Le taux de doublons se calcule par :

Dp, 2:t1—pn-—2
Uy, 27l —n—2

pour les nombres pairs et
n+1 n—1
Di, 2% +2"7 —n -2

U,  2ntl—p—2

pour les nombres impairs.
Une table de valeurs des ces quotients permet de conjecturer que lorsque n tend vers I'infini,
la proportion de doublons tend vers 0. On cherche & présent & prouver cette limite.
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D
e lim Pr ?
n—-4o00 n

Lorsque n tend vers +o00, les termes —n—2 deviennent négligeables par rapport aux puissances
de 2.

, - P
Par conséquent, I'expression " se comporte comme :
n
22+l 1
2n+1 = 27%

qui tend vers 0 lorsque n tend vers 4+oc0, donc lim

. Diy
e lim —7
n—-+o0o Un
Lorsque n tend vers 400, les termes —n — 2 devient négligeable par rapport aux puissances

de 2.

. Diy
Par conséquent, I'expression i se comporte comme :
n

3x2"7 3
on+1 4)(2%71

Di
qui tend vers 0 lorsque n tend vers 4+o0, donc lim “
n—-+oo Un

=0

Ces résultats confirment notre hypothése. Cela montre que méme si le type de métre trouvé
n’est pas optimal pour un nombre élevé de segments, celui-ci reste trés efficace avec un nombre
de mesures consécutives devenant toujours proportionnellement de plus en plus proche de (U,,)

7 Conclusion

En conclusion, le métre-pliant de 8 segments que nous avons créé remplit bien son cahier
des charges (capable de mesurer consécutivement toutes les valeurs jusqu'a 3m64, norme des
hauteurs de bureaux), bien que nous n’ayons pas encore prouvé qu’il est optimal, méme si les
résultats trés performants qu’il offre permettent toutefois d’étre optimiste & ce sujet.

Mais l'intérét de cette recherche a surtout été de modéliser la situation et de faire apparaitre
la logique & suivre afin de créer un métre-pliant efficace malgré un nombre important de segments,
en fonction de ce que 'on attend de lui : des valeurs sans doublon ou alors des valeurs consécutives.
Nous avons par ailleurs trouvé un type de métres-pliants dont la proportion de doublons tend
vers zéro & mesure que le nombre de segments augmente, ce qui était assez inattendu au début
de la recherche.
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