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I— Présentation, recherche d'une formule
simple.

I.1— Qu'est-ce qu'une formule sommatoire ?

Les “ formules sommatoires”  sont, comme
leur nom l'indique, des sommes de nombres à
une puisssance donnée α entière. La somme
des entiers de 1 à n en est un exemple simple
(α = 1). Grâce à ces formules, on peut expri-
mer plus simplement une somme de nombres.
Le problème général  est de trouver une for-
mule pour i=n                                                                                                 

Σ iα.
i=1

I.2— Recherche de la formule pour la somme
des entiers.

On a tout d'abord recherché une méthode
pour calculer cette somme (étudiée en classe
de première). On écrit la somme,  S1,  des en-
tiers de 1 à n dans un sens puis au dessous
dans l 'autre sens et on ajoute membre à
membre.
S1 = 1 +    2    +    3    +    4    +…+ (n-1) + n
S1 = n + (n-1) + (n-2) + (n-3) +…+    2    + 1

On a alors n fois le terme (n+1). En effet :
(n-1) + 2 = n + 1
(n-2) + 3 = n + 1
(n-3) + 4 = n + 1
etc.

Donc, 2S1 est égale à n(n+1). On en déduit la
somme des entiers de 1 à n qui est alors égale
à : [n(n+1)]/2

Résultat                            
n(n+1)1 + 2 + 3 + 4 + … + n =  ______

ou encore : 2

i=n                                                                                 

Σ i = (1/2 ) n2 + (1/2) n.
i=1

On sait que la somme des entiers, S1, est un
polynôme et on conjecture que toute somme
d'entiers de 1 à n à une puissance donnée α
peut s'écrire sous la forme d'un polynôme et
que ce polynôme sera d'un degré supérieur à
celui de la somme recherchée (car la somme
des entiers, S1, est de degré 1 et le polynôme
obtenu est de degré 2).
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Loi de Lou 1
Il n'y a que deux nombres qui ont la propriété suivan-
te : A + A = n

A x A = n
Ces nombres sont 0 et 2 :

2 + 2 = 4 0 + 0 = 0
2 x 2 = 4 0 x 0 = 0



II— Recherche des formules par la méthode
des coefficients

Nous avons conjecturé au I.2 que les sommes
recherchées sont des polynômes de degrés su-
périeurs à ceux des sommes recherchées donc
pour la somme des carrés des entiers de 1 à n
le polynôme serait de degré 3 et de la forme : 

i=n                                                                                                 

Σ i2 = a n3 + b n2 + c n + d 
i=1

On va rechercher les réels a, b, c, d, tels que,
pour tout entier n on ait :

12 + 22 + 32 + 42 +…+ n2 =a n3 + b n2 + c n + d 

Pour trouver le polynôme qui correspond à
cette somme, on remplace n par plusieurs va-
leurs dans l'équation ci-dessus pour obtenir
un système d'équations qui permettra de trou-
ver les coefficients  a, b, c, d (ici seulement
quatre équations suffisent). 

n = 1 :       a  +     b  +    c +  d   =   1
n = 2 :     8a  +   4b  +  2c +  d   =   5
n = 3 :   27a  +   9b  +  3c +  d   = 14
n = 4 :   64a  + 16b  +  4c +  d   = 30

On résout alors ce système de quatre équa-
ti ons et on trouve les coef f ici ents de la
somme des carrés des entiers de 1 à n (notée
S2 ) :

a = (1/3) - (1/6) d             L1
b= (1/2) +          d             L2
c= (1/6) - (11/6) d           L3
64[(1/3)-(1/6)d]+16[(1/2)+d]

+4[(1/6)-(11/6) d] = 30 L4
transformation de L4 :
(64/3)-(32/3)d+8+16d+(2/3)-(22/3)d=30

30 - 2d = 30
a = (1/3) - (1/6) d L1
b= (1/2) +          d L2
c= (1/6) - (11/6) d L3
d = 0 L4

On peut maintenant aff irmer que les quatre
réels recherchés dans la résolution du systè-
me sont : a=1/3, b=1/2, c=1/6, d=0. On écrit :

S2 = 12 + 22 + 32 + 42 +…+ n2

= (1/3) n3 + (1/2) n2 + (1/6) n
On peut appliquer cette méthode pour tous
les degrés mais elle devient vite laborieuse
dès qu'on atteint un degré supérieur à 5-6.

C'est pourquoi nous avons essayé de trouver
une formule générale qui donnerait le résultat
de la somme recherchée (de 1 à n ) pour une
puissance α quelconque.

III— Recherche d'une formule générale va-
lable pour toutes les puissances

Pour trouver une formule qui est valable pour
toutes les puissances, nous avons eu l 'idée
d'utiliser le développement par le binôme de
Newton.

On notera Sα, le nombre suivant : 
Sα = 1α+2α+3α+4α+ … +(n-1)α+nα

α étant un entier naturel différent de 0, Sα re-
présente la somme des puissances α des en-
tiers naturels de 1 à n

On développe le terme  (k+1)α - kα avec l'ai-
de du binôme de Newton : 
(k+1)α - kα =
Cα

0kα +Cα
1kα−1 +Cα

2kα−2 +…+Cα
α−1k1 +Cα

α - kα

On fait alors varier k de 1 à n, ce qui nous
donne un système de n équations.  Quand on
ajoute membre à membre ces n équations, on
obtient une nouvelle équation. Le membre de
gauche de cette nouvelle équation comporte
uniquement la différence (n+1)α - nα , en
effet on peut voir que lors des additions, des
termes s'éliminent :  

k=1 : (1+1)α - 1α =
Cα

01α +Cα
11α−1 +Cα

21α−2 +…+Cα
α−111 +Cα

α - 1α

k=2 : (2+1)α - 2α =
Cα

02α +Cα
12α−1 +Cα

22α−2 +…+Cα
α−121 +Cα

α - 2α

k=3 : (3+1)α - 3α =
Cα

03α +Cα
13α−1 +Cα

23α−2 +…+Cα
α−131 +Cα

α - 3α

…

k=n-1: (n-1+1)α-(n-1)α=Cα
0(n-1)α+Cα

1(n-1)α−1

+Cα
2(n-1)α−2 +…+Cα

α−1(n-1)1 +Cα
α - (n-1)α

k=n : (n+1)α - nα =
Cα

0nα +Cα
1nα−1 +Cα

2nα−2 +…+Cα
α−1n1 +Cα

α - nα

Dans le membre de droi te de la nouvel le
équation obtenue, après addition, on voit par
contre apparaître di fférentes sommes qui
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sont: Sα, Sα−1, Sα−2, … , affectées de coeffi -
cients binomiaux. On trouve : 

(n+1)α - 1α =
Cα

0Sα+Cα
1Sα−1+Cα

2Sα−2+…+Cα
α−1S1+Cα

αS0 - Sα

(n+1)α - 1α =
Cα

0Sα+Cα
1Sα−1+Cα

2Sα−2+…+Cα
α−1S1+Cα

αS0 - Sα

(n+1)α - 1=
Cα

1Sα−1+Cα
2Sα−2+…+Cα

α−1S1+Cα
αS0

(n+1)α - 1= Cα
1Sα−1+Cα

2Sα−2+…+Cα
α−1S1+ n

On peut ainsi  exprimer la somme Sα − 1 e n
fonction de toutes les autres sommes précé-
dentes, Sα−2, Sα−3, …

Sα−1=[(n+1)α-(n+1)-(Cα
2Sα−2+…+Cα

α−1S1)]/Cα
1

IV— Les formules sommatoires sont des
polynômes

On a conjecturé précédemment que les for-
mules sommatoires étaient des polynômes et
on le démontre maintenant avec la formule
générale.

Dans la formule générale, on peut voir que la
somme des carrés dépend de la somme des
entiers et de coefficients. Au I.2, on a montré
que la somme des entiers  de 1 à n est un po-
lynôme donc la somme des carrés est un po-
lynôme. De proche en proche, on montre
alors que la somme des entiers à une même
puissance quelconque est un polynôme. L'in-
convénient de cette méthode est que l a
somme d'une puissance dépend des sommes
précédentes.

Les calculs sont donc assez longs.

Le stand des écoliers de Draguignan.

iα-1∑
i = 1

n

 = 

(n + 1)α - (n + 1) - Cα
2 iα-2∑

i = 1

n

 + … + Cα
α-1 i∑

i = 1

n

Cα
1
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Loi de Hanane 1

Les nombres ne s'arrêtent jamais parce qu'on peut
toujours rajouter un chiffre à l'écriture de ce nombre.

NDLR
remarques sur la formule du binôme …

calcul des coefficients binomiaux :
α (α − 1) (α − 2) … (α − β + 1)

Cα
β = 

β (β − 1) (β − 2) … (β − β + 1)

formule du binôme de Newton : elle concer-
ne le développement de (a + b)n ; elle n'est
utilisée ici que dans le cas de (k+1)α :

(k+1)α

=Cα
0kα +Cα

1kα−1 +Cα
2kα−2 +…+Cα

α−1k1 +Cα
α


