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Le but initial étai t de trouver une relation
liant le nombre de faces (F), d'arêtes (A), et
de sommets (S), d'un polyèdre quelconque.
Après une première recherche sur des assem-
blages de cubes, et un décompte des diff é-
rentes caractéristiques (F, A, S), nous avons
découvert quelques formules :

— assemblage faces contre faces :

2 F + A - 3 S = 0

— assemblage arêtes contre arêtes :

(7/6) F + A - 3 S + 5 = 0

Nous avons alors constaté que notre domaine
de recherche était trop vaste, et nous avons
décidé de fixer et de préciser nos définitions,
et de nous limiter aux polyèdres convexes :

P o l y è d re convexe : solide l imité de toutes
parts par des polygones plans, tel que tout le
volume soit situé du même côté d'un plan tan-
gent à n'importe quelle face.

Face : tout polygone plan qui limite le poly-
èdre

Sommet: point de l'espace où se rencontrent
au moins trois faces

A r ê t e : segment compris entre deux som-
mets, donc commun uniquement à deux
faces.

Aprés l'étude de ces polyèdres, nous avons
retrouvé la Formule d'Euler :

F + S  - A = 2

Démonstration : 

L'idée générale est de décomposer le poly-
èdre convexe en uni tés de base pour les-
quelles la formule est admise et véri fiée (le
tétraèdre). On veut alors le reconstruire au-
tour d'un point central, commun à tous les té-
taèdres obtenus.

Etapes :

— tout polygone peut être divisé en triangles,
donc toutes les faces du polyèdre peuvent
n'être constituées que de triangles ;

— en reliant un point du volume à tous les
sommets et en explosant le polyèdre, i l est
possible de n'obtenir que des tétraèdres ;

— la reconstruction du volume est alors pos-
sible.

Let's go !

On associe n tétraèdres, face contre face : on
a donc (n-1) collages.

A, F, S, désignant le nombre d'arêtes, de
faces, de sommets d'un tétraèdre, on a :

F + S  - A = 2
A', F', S', désignant le nombre d'arêtes, de
faces, de sommets du polyèdre obtenu, on
peut écrire :

A' = n A - 3 (n - 1)
En effet, on apporte, en associant n tétraèdres
face contre face, n fois le nombre d'arêtes
d'un tétraèdre, et on en perd 3 à chaque colla-
ge. En raisonnant de la même manière, on ob-
tient : 

F' = n F - 2 (n - 1)
S' = n S - 3 (n - 1)
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Loi de Rachida et Hayate 1
9x9=81

99x99=9801
999x999=998001

999999999x999999999=999999998000000001

9..............9x9..............9=9..............980..............01
N                N                N - 1            N - 1



On a alors
F' + S' - A' = nF-2(n-1)+nS-3(n-1)-nA+3(n-1)
F' + S' - A' = nF-2n+2+nS-3n+3-nA+3n-3
F' + S' - A' = n (F + S - A) - 2n + 2
F' + S' - A' = 2n - 2n + 2        (car F+S-A = 2)
F' + S' - A' = 2

Donc :F' + S' - A' = 2

Insertion des tétraèdres selon deux et trois
faces

Par deux faces: A, F, S, désignent le nombre
d'arêtes, de faces, de sommets du polyèdre
sans le dernier tétraèdre.

a, f, s, désignent le nombre d'arêtes, de faces,
de sommets du dernier tétraèdre ;

A', F', S', désignent le nombre d'arêtes, de
faces, de sommets du polyèdre final.

En construisant, on observe que : 

A' = A + a - 6
F' = F + f - 4
S' = S + s - 4 

Donc :
F' + S' - A' =(F+f-4)+(S+s-4)-(A+a-6)

Or : 
F + S  - A = 2 et  f + s - a = 2
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FORMULE D' EULER F + S -  A = 2

QUELQUES POLYEDRES

F A C E S S O M M E T S A R E T E S

pr i sme t r i angul ai r e 5 6 9 i r r é g u -
l i e r

hexaèdr e ( t r i angl es) 6 5 9 i r r é g u l i e r

h e p t a è d r e 7 1 0 1 5 i r r é g u -
l i e r

o c t a è d r e 8 6 1 2 i r r é g u l i e r

décaèdr e ( t r i angl es) 1 0 7 1 5 i r r é g u l i e r

nonaèdr e ( 9 f aces) 9 1 4 2 1 i r r égul i er  

p e n t a d é c a è d r e 1 5 1 2 2 5 i r r é g u l i e r

t é t a è d r e 4 4 6 r é g u l i e r

c u b e 6 8 1 2 r é g u -
l i e r

o c t a è d r e 8 6 1 2 r é g u l i e r

d o d é c a è d r e 1 2 2 0 3 0 r é g u l i e r



On obtient : 
F' + S' - A' = (F+S-A) + (f+s-a) - 2
F' + S' - A' = 2 + 2 - 2
F' + S' - A' = 2

Donc la formule est vérifiée.

Par trois faces
De même on a :

A' = A + a - 9
F' = F + f - 6
S' = S + s - 5

et : F' + S' - A' =(F+f-6)+(S+s-5)-(A+a-9)
F' + S' - A' = (F+S-A) + (f+s-a) - 2
F' + S' - A' = 2 + 2 - 2
F' + S' - A' = 2

La formule est également vérifiée

Les solides de Platon

Aprés avoir démontré la Formule d'EULER,
nous nous sommes donc intéressés aux cinq
polyèdres régul iers. Plus précisément, notre
but était de prouver qu'il n'en existe que cinq
et de les décrire.

Mais avant tout, qu'est-ce qu'un polyèdre ré -
gulier ?

— C'est un polyèdre convexe, donc pour le-
quel la formule : F + S  - A = 2  est valable ;
— toutes ses faces sont identiques et sont des
polygones réguliers ;
— le même nombre d'arêtes, donc de faces,
arrivent à un même sommet.

La méthode de recherche fut de traduire les
propriétés du polyèdre régulier sous forme
d'équations en les remplaçant ensuite dans la
Formule d'Euler.

Puis moyennant l'encadrement de deux in-
connues, à savoir, le nombre d'arêtes par face,
et le nombre de faces qui  contiennent le
même sommet, nous avons obtenu les cinq
uniques polyèdres réguliers :

— le tétraèdre
— le cube
— l'octaèdre
— le dodécaèdre
— l'icosaèdre

Le club des cinq …

Conditions :
n est le nombre de côtés de chaque face (n>2)
A = (n F)/2 ;
p est le nombre de faces qui contiennent le
même sommet   (p > 2)
S = (nF)/p ;
A, F, S désignant le nombre d'arêtes, de faces,
de sommets du polyèdre, nous avons : 

F + S - A = 2

On peut écrire : 
F + ((nF)/p) - ((n/2)F) = 2

ce qui équivaut à :
F (2p + 2n - np) = 4p

F et p sont des éléments de N*,
donc 2p + 2n - np > 0
donc p (2 - n) + 2n > 0

p (n - 2) < 2n
On a alors la double inégalité suivante :

2 < p < (2n/(n-2))

Ce qui nous permet d'écrire, sachant que p est
un entier naturel :

3 ≤  p < (2n/(n-2))
3 ≤ (2n/(n-2))
3 (n - 2) < 2n
3n - 6 < 2n
n < 6

D'aprés les hypothèses de départ, on vient de
prouver que n ne peut prendre que les valeurs
strictement plus peti tes que 6. Les valeurs
prises par l 'entier naturel  n sont nécessaire-
ment : 3, 4, ou 5.

Par un raisonnement analogue, l 'écri ture
2n+2p-np étant symétrique en n et p, on ob-
tiendrait que les seules valeurs possibles pour
l'entier naturel p, sont : 3, 4, ou 5.
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Loi de Lou 3
Il y a 8 façons différentes d'écrire 15 avec une seule
addition (sans utiliser de 0).

Il y a 18 façons différentes d'écrire 15 avec une addi-
tion et une multiplication (sans utiliser de 0).

ex : 2 x 7 + 1 ; 2 x 6 + 3 ; …



Nous pouvons maintenant, connaissant les
valeurs à donner à n et p, déterminer les va-
leurs de F.

On utilise l'équation :

F (2p + 2n - np) = 4p
F = 4p/(2n+2p-np)

avec 2n + 2p - np ≠ 0

On peut obtenir les résultats donnés dans le
tableau suivant :
____________________________________

valeur   valeur   valeur
donnée donnée obtenue

à n        à p     pour F Polyèdre
____________________________________

3 3 4 tétraèdre
3 4 8 octaèdre
3 5 20 icosaèdre
4 3 6 cube
4 4   impossible car 2n+2p-np≠0
4 5   impossible car 2n+2p-np<0
5 3 12 dodécaèdre
5 4   impossible car 2n+2p-np<0

____________________________________

On retrouve bien les cinq solides de Platon.

[NDLR :
Comme cela a été souligné lors des exposés
oraux, cette démonstration établ it que si un
polyèdre est régulier, ce ne peut être que dans
5 cas ; il reste à vérifier que chaque cas cor-
respond à un polyèdre régulier “existant”.]
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