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[NDLR : i l  s'agira ici  du … problème de
Syracuse, à savoir :

— choisissez un nombre entier ;
— s'il est pair, divisez-le par 2 ; mais s'il est
i m p a i r, multipl iez-le par 3 et ajoutez 1 au
résultat ;
— recommencez avec le résul tat que vous
avez obtenu ; puis recommencez avec le nou-
veau résul tat ; et recommencez encore ; et
encore ; et encore, etc …

exemple — qui manque cruellement dans ce
qui suit — en partant du nombre 17 :
17, impair ; 51 + 1 = 52, pair ; 26, pair ;
13, impai r, 39 + 1 = 40, pair ; 20, pair ;
10, pair ; 5, impair ; 15 + 1 = 16, pai r ;
8, pair ; 4, pair ; 2, pair ; 1, impair ; 3 + 1 = 4,
pair et déjà vu, et donc le procédé boucle à
l'infini ; 2 ; 1 ; 4 ; 2 ; 1 ; 4 ; 2 ; 1 ; etc …

Avant de l ire la suite, essayez vous-même
avec un autre nombre que 17 au départ. ]

unification de la formule

On  a :un+1 = 3 un + 1 si un est impair
un+1 = (un) / 2 si un est pair

Comme, pour n ∈ N, (-1)n = 1 si n pair
(-1)n = -1 si n impair,

un+1 = [a + b (-1)un] un + c + d (-1)un

[on cherche a, b, c, d réels pour que cette for-
mule unique puisse remplacer la formule
double de départ]

si un est pair :

un+1 = (a + b) un + c + d = (un) / 2 

soit : a + b = 1/2
c + d = 0

si un est impair :

un+1 = (a - b) un + c - d = 3 un + 1 :

soit : a - b = 3
c - d = 1

[NDLR : pour que la relation cherchée rem-
place bien la formule de départ, il suffit évi-
demment que les coefficients a, b, c, d satis-
fassent les quatre conditions a + b = 1/2,
c + d = 0, a - b = 3, c - d = 1.]

Par substitution, on trouve :

a = 7/4

b = - 5/4

c = 1/2

d = - 1/2

d'où la formule :

un+1 = 
7 - 5 (- 1)un

4
 un + 1

2
 - 

(- 1)un

2
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étude de la fonction

Considérons la fonction :

f : N → N

x →

→ ensemble de points car (- 1)x est défini
seulement dans N. Toutefois on peut utiliser
la fonction :

f : R → C

x →

[NDLR : à propos de C, on pourra consulter
uti l ement l 'art i cl e l a géométr i e par  l es
formules, particulièrement pages 54 & 55.]

Essayons d'écrire sous une autre forme cette
fonction.On remarque que - 1 = eiπ, soit :

On a eiθ = cos θ + i sin θ, et d'après la formu-
le de Moivre :

(cos θ + i sin θ)n = cos nθ + i sin nθ, donc :

En séparant les parties réelle et imaginaire,
on trouve :

Ceci  permet de tracer une représentation
graphique, dans l e pl an complexe, de la
fonction f.

[NDLR : nous laissons le soin au lecteur de
tracer les représentations graphiques qui s'im-
posent ici : la courbe paramétrée : t → f(t), et
les courbes t → x(t), t → y(t).]

7 - 5 (- 1)x

4
 x + 1

2
 - 

(- 1)x

2

7 - 5 (- 1)x

4
 x + 1

2
 - 

(- 1)x

2

f(x) = 7 - 5 eiπx

4
 x + 1

2
 - e

iπx

2

f(x) = 
7 - 5 (cos πx + i sin πx)

4
 x + 1

2
 - 

cos πx

2
 - 

i sin πx

2

x(t) = 7 
4

 t + 1
2

 - 5
2

 t + 1
2

 cos πt

y(t) = - 5
2

 t + 1
2

 sin πt
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application au problème de Syracuse

Pour Syracuse, nous resterons dans le cadre
des nombres réels. Nous resterons donc sur la
partie réelle de la fonction f. (La représenta-
ti on graphique ne permet pas une étude
simple, car on ne peut pas représenter le para-
mètre.)

Soit la fonction R :

C'est une fonction de la variable réelle x, on
peut donc la représenter graphiquement par la
courbe d'équation y = R(x).

Or le problème de Syracuse est une suite
définie par un+1 = R(un ).

Grâce à la droite d'équation y = x, on peut
suivre les itérations successives de la fonc-
tion. Les images seront les sommets d'une
sinusoïde (ses extrema sont atteints quand x
est entier : cos πn = -1 ou 1 avec n ∈ N).

La courbe est donc contenue entre les droites
d'équations

y = 3 x + 1

et y = x/2

conclusion

Même si  nous sommes les mei l l eurs (tu
parles !), nous n'avons réussi qu'à trouver un
système continu qui permet d'avoir une fonc-
tion continue sur N (plus agréable au regard).
Ceci permet de suivre les itérations, mais pas
de montrer que pour tout nombre n ∈ N*, au
bout d'un nombre fini d'opérations, …

un = 1.

R(x) = 7 
4

 x + 1
2

 - 5
2

 x + 1
2

 cos πx
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