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I'harmonium
a deux dimensions

par Thomas Eugénie, Mathieu Sarthe-
Mouréou, Alexandra Vandenabelle, Daniel
Marciniec, Matthieu Maigre Courvoisier
Lycées Georges Braque d'Argenteuil et
Racine de Paris

enseignants : Pierre Audin, Joélle Richard,
Christine Rouaud

chercheur : Jean-Pierre Bguignon

Le titre mystérieux nous a intrigué, pour-cer
tains l'aspect ludique du départ de la
recherche a été déterminant, pour d'autres il
s'agissait a premiére vue d'un sujet facile
(additionner des entiers positifs et les diviser
par quatre, c'est simple non ?).

gu'est-ce qu'un harmonium
a deux dimensions ?

Non, ce n'est pas un instrument de musique !!
Prenons une grille de forme quelconque, sur

le bord de laquelle on dispose des nombres
entiers positifs.

14122]18
20 11
5 9
12 16
15 18
20]25

Dans un premier temps, on remplit toutes les
cases intérieures avec la plus petite valeur du
bord :
début du je

14]22[18
20[5]5]5[11
5[5]5[5]5]9]
12|5[5(16
15[5[5(18
20[25

Le but du jeu est d'augmenter les valeurs a
l'intérieur en respectant la régle suivante :
chaque valeur est un entier positif ne dépas
sant pas la moyenne des quatre valeurs
contenues dans les cases adjacentes.

On s'arréte quand on ne peut plus augmenter
ces valeurs sans enfreindre la regle. On est
alors bloqué dans un BT FINAL.

une étape du je Etat fina
14122]18 14|22]18
20(11]10] 5 |11 20[14]15]14|11
5/6[5[5[5]9] 5 [10[12]13]12] 9 |
128 | 5|16 12|13|15(16
15)11| 5 (18 15(16|18(18
20]25 20]25
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Nous avions des phénoménes — proposés pancipe du maximum :
le chercheur — a observer. Mais nous n'en
avons pas tenu compte au tout début. Les valeurs a l'intérieur du domaine sont
inférieures ou égales a la plus grande valeur
Il s'agissait de remplir des grilles et toujourzise au bod.
des grilles pour certains, et de trouver la for
mule (donnant I'éat final) pour I'un d'entre Soit M la valeur la plus grande prise au bord,
nous. Il la cherche encore !!! soit m la valeur la plus petite prise au bord,
on peut supposer que m est différent de M,
Au bout d'un certain nombre de grilles, nousr si m est égale a M, la valeur de départ
avions remarqué des phénomenes : dans chaque case a l'intérieur du domaine ne
peut étre augmentée
— les valeurs a l'intérieur, lorsque |'on est
arrété, sont inférieures ou égales a la plus — Début du jeu :
grande valeur du bord.
les valeurs a l'intérieur du domaine sont
— lorsque toutes les valeurs au bord sont égales a m.
€gales, on est bloqué dés le début.
— Lorsqu'on joue pour la premiére fois :
— une symétrie appliquée au bord de la
grille, crée la méme symétrie a l'intérieur  soit y la valeur d'une case intérieur quel-
conque, y est supérieure ou égale a m ety ne
— quelque soit I'ordre dans lequel on remplieut étre égale a M car la case ne peut étre
la grille, on obtient la méme distribution a entourée de 4 fois M. Donc, toute case de
l'intérieur lorsque le jeu s'arréte : il y a donltntérieur a une valeur strictement inférieure
un seul EAT FINAL. a M.

démonstrations ... — Etapes suivantes :

soit y' la valeur obtenue quand on a joué une
deuxiéme fois, y" sera pour la méme raison
strictement inférieure a M, car parmi ses-voi
sins il y a au moins un point de I'intérieur
donc strictement inférieur a M.

Symétries / symétrie axiale
nombee impair sur un cété du domaine.

[Les valeurs au bord sont symétriques par
rapport a la colonne centrale.]

symeétrie par rappc
a une colonne

o[ 7450 7] 9
2| al4af4f 4|42
S EBEHBE
2[4[4f4)4]4]2

o[ 7§54 7|9
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On peut choisir un mode de remplissage Addition de grilles
symétrique de la grille (c'est-a-dire remplir
les cases de l'intérieur du domaine symétri- Lors du deuxieme séminaire, nous avons

guement par rapport a un axe) exposé nos recherches sur I'existence d'un
état final au chercheur, qui nous a suggéré
démonstration : d'essayer d'agjouter des grilles entre elles,

c'est-a-dire gjouter les données au bord de
Ce remplissage de part et d'autre de cette deux grilles de méme forme afin de comparer
colonne se fera de la méme maniére, les cabétat final” de grilles résultant de cette addi
étant entourées des mémes valeurs et la tion avec les “éats finaux” des deux grilles
colonne éant symétrique par rapport a elle- initiales.
méme.

Résidus non nuls
Nombe pair sur un cété du domaine

exemple :
[Le bordestsymeétriqueparrapporta unaxe:] > a4 4+3+7+1=15
15=4x3 + 3
Atri 513033 7
symetrie par rappc o
> le r n
a un axe 2122113 1 3 est le reste dans la divi

sion de 15 par 4, on l'ap

o[e[6]202]6[6]0 2 |20 12] 1 |pellerésiduet on le note
2124383242 dans le coin supérieur
6l21313¥3[32l6 312 droit de la case.
6[4]3[303[3]4]6
2|22 383[2]2]2 Deux grilles de méme forme étant données a
olslel2¥2l6l6l0 leur état final, nous les avons superposees :
H les valeurs au bord de deux cases correspon
dantes ont été additionnées ainsi que les
s H ” valeurs a l'intérieur et leurs résidus.
6[2]6|6]2]6
2|12]|3]3]|2|2 exemple :
6[3]2]2]3]6
==Telz[2[2[3]6] 214 5|8
212|3|3]2]2 5130133| 7 2132|142 3
6[2]6|6]2]6
P x . 422131_|_331427
_ _ 1 2(20]12f 1 4131[40] 1
Toute symétrie appliqguée au bord du domair
crée la méme symétrie a l'intérieur. La 312 219
démonstration dépend de I'existence d'un é
final unique. 7112
. . 716|810
symetrie quaternail
‘_“l8101214,' ———|7|5|6|8
14/918]8|9(8 6 5 5 2
12[s[7]7]8]10
10[8[7]7 (812 511
S EIBBEIR 454422 75 g1
A NERN 131472552 g1
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Une fois ces calculs effectués, nous avons
comparé cette grille somme avec la grille

« . . Al B A,| B
ayant les mémes données au bord, remplie o 2] 2
normalement, selon les regles du jeu : Hila [ by [Ci|[Ha| & | by | Cy
Gp|dy|C [D1f|Gz| da| 2| D2
7|12 7|12
F.| E; F, | E,
7161 8]10 71719110 - -
grille 1 grille 2
7|5(|6|8 i 716(|7]|8 Al B
6|15]5]|2 61562 alblc
511 511 clalc
Nous en avons donc conclu que la somme FIE
deux grilles avec résidus non nuls ne cerre grille 3
pond pas a |'éat final de cette grille mais a
une étape non finale du jeu. Démonstration :
Résidus nuls D'aprés les regles du jeu :
A;| By A,| B, a1=('A‘1+b_l.+cl+Hl):4'

p=(Ay+bp+cp+Hy):4

et en utilisant les égalités dues a la supefposi
tion des grilles 1 et2,ona:

. . a=a+a

grille 1 grille 2 a = (A+A, + by+b, + ¢+, + Hi+H, ) 1 4
a=(A+b+c+H):4

Les grilles 1 et 2 sont deux grilles a I'état

final, elles ne contiennent que des nombres Ainsi a est bien une valeur de I'état final de la

entiers sans résidu, c'est-a-direagaune des grille 3. En faisant de méme pour b, c, et d,

valeurs a l'intérieur de cette grille n'a été on trouve que a, b, ¢ et d sont bien des

arrondie une fois la moyenne effectudmsi valeurs de I'état final de la grille 3

nous avons superpose les grilles 1 et 2, ce qui

nous a donné la grille 3. conclusion
Donc : Aprées des mois d'ardentes recherches, il nous
a été malheureusement impossible de résou-
Aj+A,=A, B;+B,=8B, dre “I'épineux probléme de I'existence de
ayta=a, by+by=b, etc... [étatfinal”. Mais nous ne désespérons pas ...

Une fois cette opération terminée, nous Un cer_tain nombre pl'aspects de,ce qui parait
avons démontré que la grille 3 était & orfiré Uniquement un jeu ont été decouverts
état final donc que I'on ne pouvait plus voire méme prouveés alors que d'autres (symeé

augmenter les valeurs a l'intérieur de la tnes_raf_f INEES, grilles *exotiques™ dont on
grille aurait divisé chaque case par quatre) sont res

tés dans l'ombre.
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