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Sous forme de fraction, on se propose d’effectuer une
approximation d’un nombre rationnel. [NDLC : c’est
bien ce qui est écrit]

Notre objectif est d’obtenir une valeur appro-
chée d’un nombre réel et ceci pas nécessaire-
ment à l’ aide d’ un développement décimal,
comme i l nous est naturel  et habituel de la
faire.Une autre manière, plus ancienne, utili-
se une approximation par des fractions ; nous
définirons plus loin ce qu’on appelle un déve-
loppement en fraction continue d’un nombre
réel.

Avant d’ uti l iser la méthode classique de
développement en fraction continue, nous
avons cherché des valeurs approchées succes-
sives de √2 en utilisant le procédé suivant :

on pose d’abord : 

puis on calcule : 

puis : 

ce qui revient à calculer les termes d’ une
suite dont le (n+ 1 )è m e terme noté un+ 1 est lié
au précédent un par la formule :

Si on prend x ou u0 = 1, on a successivement
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Nous remarquons que nous obtenons des
valeurs de plus en plus proches de la valeur
approchée de √2 donnée par la calculatrice.

Puis nous avons essayé d’approcher √2 d’une
autre manière.Nous savons que √2 > 1 ; nous
pouvons donc poser :

où x est un réel qui est supérieur à 1. On en
déduit :

donc x = √2 + 1.Remplaçons √2 par ;
on obtient :

et ainsi de suite on remplace x par :

« Les peti ts points peuvent faire marc h e r
notre imagination.»

Cette manière d’écrire √2 est ce qu’on appel-
le une fraction continue.

Si on tronque cette fraction continue, on
obtient des fractions successives : les réduites
du nombre √2.

Nous constatons que nous obtenons l es
mêmes résultats que dans la méthode précé-
dente, ce qui est normal, car on peut démon-
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trer qu’entre deux réduites successives, on a
aussi la relation

Donnons maintenant la définition générale
d’une fraction continue.

Si x est un nombre réel et qu’on peut écrire

etc …

alors on dit qu’on a développé x en fraction
c o n t i n u e .On obtient ce que l’on appelle des
réduitesde la fraction continue.

D’une manière générale, voici comment obte-
nir a0, a1, etc …

où a0 partie entière de x, v1 > 1.

Si a1 est la partie entière de v1, alors :

et

etc …

Si a2 est la partie entière de v2, alors :

et

etc …

Prenons l’exemple de √13 [méthode A]

On peut se reporter à la deuxième ligne du
c a l c u l .Donc le développement est pério-
dique.
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x = √13 = 3 + (√13 - 3) = 3 + 1
1

√13 - 3

= 3 + 1
√13 + 3

4

 = 3 + 1

1 + 
√13 - 1

4

= 3 + 1

1 + 1
1

√13 - 1

4

 = 3 + 1

1 + 1
4

√13 - 1

= 3 + 1

1 + 1
√13 + 1

3

 = 3 + 1

1 + 1

1 + 
√13 - 2

3

= 3 + 1

1+ 1

1+ 1
1

√13 - 2

3

 = 3 + 1

1+ 1

1+ 1
3

√13 - 2

 

= 3+ 1

1+ 1

1+ 1
√13 + 2

3

 = 3+ 1

1+ 1

1+ 1

1+
√13 - 1

3

= 3 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 
√13 - 3

4

= 3 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

1 + 1

6 + 1
√13 + 3

4

page 147

Congrès “MATh.en.JEANS” les 7, 8, 9 mai 1994



Les valeurs des réduites :

On procède comme précédemment :

On pourrait continuer encore.

Au lieu d’utiliser cette méthode générale, on
peut essayer de trouver autrement des valeurs
approchées de √13 ; on remarque que √13 est
un [NDLR : l e] nombre positif x qui vérifie
l’équation x2 = 13.

x2 = 9 + 4 d’où x2 - 9 = 4 [méthode B]
(x - 3)(x + 3) = 4 soit

ou 

Je remplace x du second membre par

et j’obtiens :

En remplaçant à nouveau x par :

et encore :

etc … (réduites : 11/3, 39/11, …)

Pour terminer, on peut dire qu’on obtient
ai nsi  de jol i s développements pour des
racines carrées, en même temps qu’ on
s’ approche d’ une manière intéressante et
rapide de la valeur d’ un réel , en tous cas
quand il est de la forme √n. Il nous resterait à
comparer les deux types de réduites de √13
par les méthodes A et B. Certaines fractions
sont les mêmes, mais pas nécessairement au
même rang.
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