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Problématique : comment modéliser la forme des virus ?

Conjectures et résultats :

Conjecture : les capsides virales sont des icosaedres ou utilisent une symeétrie
icosaedrique.

Résultats retrouvés : solides de Platon, formule d’Euler
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Quelques définitions...

Pour comprendre ce qu’est la géométrie du virus, il faut préalablement bien se familiariser avec
sa composition.

Selon la biologie, un virus, qui n’est pas une cellule, est un agent infectieux, défini par une
structure se résumant a deux ou trois éléments selon les virus :

Les deux ou trois éléments constituant un virus

- Le génome, qui peut étre soit de I’ARN, soit de
I’ADN. Le génome est le compos¢ fondamental du
virus : c’est en se multipliant dans notre organisme Wm
qu’il va nous infecter.

- La capside, qui est une structure protéique qui pro-
tége le génome du virus en I’emballant. Elle peut
étre soit tubulaire soit polyédrique. C’est ce deu-

xiéme point que nous allons tenter d’expliquer.

Les capsides sont faites de protéines virales polymé-

risées et ont une trés grande stabilité. Virus nu Virus enveloppe
- L’enveloppe, qui peut étre absente. En fonction, on

parlera de virus nu, ou de virus enveloppé.

1) Genome - ARN ou ADN 2) Capside 3) + ou - Enveloppe

La structure d’un virus est conditionnée par la forme de sa capside. Nous avons ici choisi de
travailler sur les capsides polyédriques.

La capside de certains virus est polyédrique, seulement ce n’est pas n’importe quel polyedre mais
un ICOSAEDRE : polyedre a 20 faces qui sont des triangles équilatéraux, et 12 sommets. A ce niveau, il
est intéressant de poser la problématique :

Pourquoi est-ce un icosaédre et non pas n’importe quels autres polyédres ?

. Les symétries apparaissent naturellement :

L'objectif des travaux suivants est de démontrer expérimentalement (modélisation avec un
algorithme) que lorsgu'on place des protéines ayant la méme charge de répulsion et la méme masse, elles
se placent a la surface d'une sphére selon une symétrie réguliere qui dépend du nombre de protéines.

Seulement, on a vite constaté qu'il était fort difficile de réaliser une modélisation de ce type en
trois dimensions.

La solution a donc été de produire une modélisation de la répartition des protéines a la surface d'un
cercle, et non d'une sphére. En reliant les points obtenus sur la modélisation, on avait conjecturé que des
formes géométriques bien connues vont apparaitre. Les résultats attendus étaient donc les suivants :

— 2 protéines : elles se placent aux poles.

— 3 protéines : les points se relient en formant un triangle équilatéral.

— 4 protéines : carré

— 5 protéines : pentagone

— 6 protéines : hexagone

— etc.

On a donc cherche a réaliser un algorithme modélisant cette répartition des protéines a la surface
d'un cercle en fonction de leur charge de répulsion.




1. ler algorithme

a. Algorithme

Le premier algorithme avait pour but de modéliser la répartition de 4 protéines en fonction de leur
charge de répulsion.

Pour cela, on a construit I'algorithme de cette facon : on a créé 4 points, ainsi que des « boucles
pour » de fagcon a ce qu'a chaque boucle, les protéines se déplacent. At =0, les protéines sont au méme
endroit (a I'angle trigonométrique 0). A chaque boucle, une protéine a 3 options : soit elle reste au méme
endroit (si les forces de répulsion des autres particules se compensent), soit elle se décale dans un sens,
ou elle se décale dans l'autre. Pour savoir laquelle de ces options choisir, on réalise un calcul. On fait
cette opération pour chacune des 4 protéines qu'on garde en memoire puis on réalise le déplacement des
4 en méme temps a chaque fin de boucle. On réalise ces opérations tant qu'au moins une protéine
continue a se décaler. L'algorithme s'arréte lorsque les 4 protéines sont stabilisées. La précision est
primordiale, elle constitue I'angle de décalage effectué sur chaque protéine a la fin de chaque boucle. Cet
angle est toujours le méme, il est a saisir au début de l'algorithme. Si cet angle est trop grand, la
précision de ne sera pas optimale et le placement des protéines ne sera pas représentatif. En revanche si
elle est trop grande, ce sera trop long est difficile pour un logiciel de ce type (Algobox) car les décalages
seront plus petits et donc plus nombreux, ce qui induit un nombre de boucles beaucoup plus important. Il
faut donc choisir une précision comprise environ entre 50 et 100.

\oici cet algorithme une fois terminé :

VARIABLES
Angles EST_DU_TYPE LISTE
ForcesDeRepulsion EST_DU_TYPE LISTE
UniteDeTemps EST_DU_TYPE NOMBRE
CompteurParticules EST_DU_TYPE NOMBRE
AutresParticules EST_DU_TYPE NOMBRE
AbscisseVecteur EST_DU_TYPE NOMBRE
OrdonneeVecteur EST_DU_TYPE NOMBRE
NormeVecteurAuCarre EST_DU_TYPE NOMBRE
AbscisseForce EST_DU_TYPE NOMBRE
OrdonneeForce EST_DU_TYPE NOMBRE
NouveauxAngles EST DU_TYPE LISTE
i EST_DU_TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME

POUR i ALLANT DE1A4

DEBUT_POUR

LIRE ForcesDeRepulsion[i]
FIN_POUR
POUR i ALLANT DE1A4

DEBUT_POUR

Angles[i] PREND_LA_VALEUR random()*2*Math.PI
FIN_POUR
POUR i ALLANT DE1A4

DEBUT_POUR

TRACER_POINT_Rouge (cos(Angles[i]),sin(Angles[i]))
FIN_POUR
POUR i ALLANT DE1A4

DEBUT_POUR

NouveauxAngles[i] PREND_LA_ VALEUR Angles]i]
FIN_POUR
POUR UniteDeTemps ALLANT_DE 1 A 50000

DEBUT_POUR




POUR CompteurParticules ALLANT_DE 1A 4
DEBUT_POUR
AbscisseForce PREND_LA VALEUR 0
OrdonneeForce PREND LA VALEUR O
POUR AutresParticules ALLANT_DE1A4

DEBUT_POUR
SI (AutresParticules!=CompteurParticules) ALORS

DEBUT _SI

AbscisseVecteur PREND_LA VALEUR
cos(Angles[AutresParticules])-cos(Angles[CompteurParticules])

OrdonneeVecteur PREND LA VALEUR
sin(Angles[AutresParticules])-sin(Angles|CompteurParticules])

NormeVecteurAuCarre PREND_LA VALEUR

pow(AbscisseVecteur,2)+pow(OrdonneeVecteur,2)

AbscisseForce PREND_LA_ VALEUR AbscisseForce-ForcesDeRepu

Ision[AutresParticules]*ForcesDeRepulsion[CompteurParticules]*Abs

cisseVecteur/NormeVecteurAuCarre

OrdonneeForce PREND LA VALEUR OrdonneeForce-ForcesDeR

epulsion[AutresParticules]*ForcesDeRepulsion[CompteurParticules]*

OrdonneeVecteur/NormeVecteurAuCarre

FIN_SI

FIN_POUR
SI (AbscisseForce*sin(Angles[CompteurParticules])+OrdonneeForce

*cos(Angles[CompteurParticules])>0) ALORS
DEBUT _SI
NouveauxAngles[CompteurParticules] PREND_LA VALEUR
Angles[CompteurParticules]+2*Math.P1/100000
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
Sl (-AbscisseForce*sin(Angles[CompteurParticules])
+OrdonneeForce*cos(Angles[CompteurParticules])<0) ALORS
DEBUT _SI
NouveauxAngles[CompteurParticules] PREND LA _
VALEUR Angles[CompteurParticules]-2*Math.P1/100000
FIN_SI
FIN_SINON

FIN_POUR

POUR i ALLANT_DE1A4
DEBUT_POUR
Angles[i] PREND_LA_VALEUR NouveauxAngles[i]

FIN_POUR

EFFACER_GRAPHIQUE
POUR i ALLANT DE1A4
DEBUT_POUR
TRACER_POINT_Rouge (cos(Angles[i]),sin(Angles[i]))

FIN_POUR

FIN_POUR
FIN_ALGORITHME



Pour des charges équivalentes et une précision de 100, voici le
résultat de I'algorithme :

On remarque que le résultat est celui qui était conjecturé, pour des
charges égales, quatre particules se disposent de maniére symétrique a la
surface d'un cercle.

b. Les défauts

Malgré les résultats qui corroborent I'hypothése de symétrie, cet algorithme comporte plusieurs
défauts.

Le premier se situe dans le fait qu'il ne fonctionne que pour 4 particules, on ne peut pas définir le
nombre nous-méme. On pourrait rapidement copier cet algorithme avec un nombre n différent de
particules.

Le second défaut est le fait que la situation initiale to n'est pas représentative de la réalité. En effet
les particules ne se situent pas toutes au méme endroit avant de se déplacer du fait des forces
énergétiques.

Le troisieme et dernier défaut est que cet algorithme ne représente pas le déplacement des
protéines, en effet il nous est représenté seulement la situation finale d'équilibre énergétique, et non le
trajet parcouru par chacune des protéines.

On a alors essayé de réaliser un second algorithme évitant ces défauts, pour qu'il soit plus cohérent,
plus réaliste et plus pédagogique.

2. 2éme algorithme

a. Description générale

Pour obtenir un résultat respectant les défauts énoncés dans l'algorithme précédent, il fallait
réaliser un algorithme avec un fonctionnement différent du précédent.

Tout d'abord l'initialisation a été différente. On place les particules au hasard sur le cercle (grace a
la fonction Random()). Puis le but a été de calculer, pour chaque protéine, le produit scalaire entre le

vecteur F résultant de la somme des forces exercées sur cette protéine et le vecteur tangent au point du
cercle ou se situe la protéine (dirigé dans le sens trigonométrique). Si le résultat du produit scalaire est
positif, on en déduit que la particule recoit une force dirigée dans le sens trigonométrique. Si le résultat
du produit scalaire est négatif, cela signifie que la protéine recoit une force totale qui est dirigée dans le
sens opposé au sens trigonométrique. Enfin si le résultat du produit scalaire est nul, on en déduit que le
vecteur tangent et orthogonal au vecteur F (somme des forces appliquées a la protéine), cette situation
témoigne d'un état d'équilibre ou les forces appliquées se compensent.

De cette fagon on peut effectuer une des trois options possibles dans chaque boucle : soit on décale
la particule dans le sens trigonométrique, soit dans le sens inverse, ou on ne la décale pas. La différence
par rapport a l'algorithme précédent est que cette fois-ci, on intégre le tragage des protéines a la fin de
chaque boucle. C’est-a-dire qu’on décale les protéines a la fin de chaque boucle, mais on les fait
apparaitre. Ainsi le déplacement des particules sera affiché par I'algorithme. Ici la précision se situe dans
le nombre de boucles qui sont faites.

b. Le produit scalaire des vecteurs

Pour modéliser le calcul servant a élaborer le bilan des forces effectué sur les protéines, et ainsi
leur déplacement, on va étudier le déplacement d’une protéine en fonction d’une autre. Ainsi on en
déduira le mécanisme pour toutes les protéines.




Soit une protéine | et une protéine K de méme charge de répulsion g. Chacune des deux protéines
est placée au hasard a la surface d’un cercle @ de centre O. L’angle trigonométrique de K est noté a et
celui de I est noté . On appelle F le vecteur force exercé par K sur 1. Pour simplifier les calculs on
admettra que les deux protéines une méme masse égale a 1.

On cherche a étudier la force exercée par K sur . On calcule tout d’abord le vecteur IK. On déduit

cosa — sinﬁ)
sina — cosf)’
s © e —112 . —12 .
On cherche a présent a étudier la valeur de ||[IK|| . On sait que ||[IK|| = (cosa — sinp)? +

(sina — cosPB)? d’aprés les coordonnées de K. D’apres les formules trigonométriques, on obtient que
—s 2
|TIK||” = 2(1 — cos(a — B).
. > —q _IK > 1K
De plus, on sait que F = — x —alors F = —q ——.
IK IK ””(”

D’apres la seconde loi de Newton, la somme des forces exercées sur le systeme étudié (ici la
protéine 1) est égale au produit de sa masse par le vecteur accélération a. Or on considere que la seule et
unique force exercée sur | est sa force de répulsion avec K : F. Donc F = mad. Par ailleurs on a admis

K
— 2
' 7zl
On calcule a présent le vecteur T tangent au cercle en I. Par définition le vecteur tangent a | est
cosﬁ)
sinB )
Comme le vecteur tangent est dirigé dans le sens trigonométrique, on comprend qu’il n’est que la la
rotation du vecteur O a 90° dans le sens inverse du sens trigonométrique. Ainsi on déduit de cela le
—sinﬁ)

cosf

graphiquement ce vecteur : IK = (

que m =1 car on suppose que les deux protéines ont la méme masse. Alorsonabien F = d = —q

orthogonal au vecteur ol. Graphiguement, on déduit les coordonnées ce dernier vecteur : 0l = <

vecteur tangent : T = (

Pour étudier le sens de déplacement de la protéine I, On étudie donc le signe du produit scalaire
entre le vecteur accélération et le vecteur tangent : d@. T, soit le produit scalaire F.T (car d’apres la

seconde loi de Newton F = d). En fonction de la valeur de ce signe, soit la protéine va étre décalée dans
le sens trigonométrique (si le produit scalaire est positif), soit dans le sens inverse (si le produit scalaire
est négatif), soit elle ne bougera pas (si le produit scalaire est nul).

De cette fagon on calcule ce produit scalaire pour toutes les protéines et on en déduit leur éventuel
sens de déplacement.




VARIABLES
aEST DU _TYPE LISTE
FEST DU TYPE LISTE
tps EST_DU_TYPE NOMBRE
c EST_DU_TYPE NOMBRE
p EST_DU_TYPE NOMBRE
xIK EST _DU_TYPE NOMBRE
yIK EST_DU_TYPE NOMBRE
IKc EST_DU_TYPE NOMBRE
xF EST _DU_TYPE NOMBRE
yF EST _DU_TYPE NOMBRE
i EST_DU_TYPE NOMBRE
b EST DU TYPE LISTE
n EST DU TYPE NOMBRE
DEBUT_ALGORITHME
LIRE n
i 1An

LIRE FIi]
i 1AnN
a[i] PREND_LA_VALEUR random()*2*Math.PI
i 1AnN
TRACER_POINT_Rouge (cos(a[i]),sin(a[i]))
i 1AnN
b[i] PREND_LA VALEUR a]i]
tps 1 A (3*log(n+3))*2000*(1+exp(-0.06*n))
€ 1AnN

xF PREND_LA VALEUR O
yF PREND LA VALEUR 0
p 1AnN

Sl (p'=c) ALORS
DEBUT _SI
xIK PREND_LA VALEUR cos(a[p])-cos(a[c])
yIK PREND LA VALEUR sin(a[p])-sin(a[c])
IKc PREND LA VALEUR pow(xIK,2)+pow(yIK,2)
XF PREND_LA VALEUR xF-F[p]*F[c]*xIK/IKc
yF PREND LA VALEUR yF-F[p]*F[c]*yIK/IKc
FIN_SI

S| (-xF*sin(a[c])+yF*cos(a[c])>0) ALORS
DEBUT_SI
b[c] PREND_LA_VALEUR a[c]+1/10000
FIN_SI
SINON
DEBUT_SINON
SI (-xF*sin(a[c])+yF*cos(a[c])<0) ALORS
DEBUT_SI
b[c] PREND_LA_VALEUR a[c]-1/10000
FIN_SI




FIN_SINON
i 1An
a[i] PREND_LA_ VALEUR b[i]

EFFACER_GRAPHIQUE
i 1AnN
TRACER_POINT_Rouge (cos(a[i]),sin(a[i]))

FIN_ALGORITHME

¢. Nombre de boucles

11 fallait étre capable d’arréter les boucles au moment ou les protéines seraient stabilisées. Or cela
dépendait du nombre n de protéines. Il a donc fallu modéliser le nombre de boucles par une fonction
dépendant du nombre n de particules.

En faisant une étude statistique de cet algorithme (en testant plusieurs fois l'algorithme avec des
nombres de particules différents), on constate 2 choses importantes :

Premiérement il faut augmenter le nombre de boucles lorsqu'on augmente le nombre de particules
(la disposition des particules sera d'autant plus difficile et longue qu'il y aura de particules).

Secondement on a constaté que cette augmentation doit étre exponentiellement décroissante (car
plus il y a de particules, moins il y a de distance a parcourir pour elles).

De plus, grace a I'étude statistique réalisée, on a pu relever des valeurs remarquables (comme le
nombre de boucles minimum nécessaires pour 2 protéines, 5 protéines et 10 protéines), ainsi que déduire
la limite qu'il fallait qu'ait cette fonction lorsque n est grand (2000 boucles). Grace a toutes ces
caractéristiques, on a pu établir une fonction qui modélise le nombre de boucles nécessaires en fonction
du nombre de protéines choisi. Elle fut la suivante :

boucles (n) = 6000log(n + 3)(1+ e—0.06n)

Remarque : 1’autre stratégie d’arrét aurait ¢t¢ de comparer 1’état toutes les deux boucles (pour
passer outre les phénomenes d’oscillations liés aux calculs en nombres flottants). Mais le logiciel
Algobox n’est pas trés adapté pour ¢a. Le code aurait été tres alourdi.

L’énorme avantage de ce dernier algorithme par rapport au précédent est qu’il affiche le
déplacement des particules et ne donne pas seulement la situation finale. Ainsi on peut constater de
nous-méme les forces énergétiques mises en jeu dans ce processus et les déplacements qui en résultent.

Par ailleurs on a testé différents cas ou les charges des particules différent, et avons étudié les
résultats obtenus. Nous avons ensuite pu en déduire une conclusion sur la question de « disposition
symétrique naturelle » observée chez les protéines a la surface d’un virus.




A gauche, la situation initiale, avec douze protéines placées aléatoirement. A droite, la situation
finale. On observe un équilibre qui a la forme d’un dodécagone régulier.

3. Conclusion

A travers ces deux algorithmes, on a pu démontrer I’hypothése suivante :

Des particules de méme charge se placent naturellement symétriquement
les unes aux autres du fait de leur force de répulsion.

Il est incroyable de penser que seulement par le biais d’une force naturelle énergétique, des
particules se placent parfaitement symétriquement a la surface d’un cercle.

Cette démonstration s’est fondée sur une étude de la répartition des particules a la surface d’un
cercle, donc en deux dimensions.

En trois dimensions, on extrapole que le mécanisme est le méme : sous 1’hypothése que les charges
de toutes ces protéines sont parfaitement égales, les protéines situées sur la capside d’un virus se placent
symétriqguement. On est donc amené a chercher quels polyedres réguliers sont possibles.

Il faut ajouter que I’étude de la répartition des protéines n’est pas si simple. En effet d’autres
parametres non pris en compte dans cette étude entrent en jeu (comme la masse des protéines, leur taille,
mais aussi la composition de la surface d’une capside et leur interaction avec les corps extérieurs, etc.).

On va étre amenés a voir que les particules composant un virus ne subissent pas seulement des
contraintes énergétiques, mais aussi mathématiques. ..




Il.  Les solides symétriques de I’espace : solides de Platon

Nous venons de voir que la symétrie est un processus que nous pouvons qualifier de « naturel ». Les
capsides polyédriques doivent alors répondre a certains criteres mathématiques afin de respecter cette
symétrie naturelle. Ainsi on se propose d’étudier ces conditions géométriques auxquelles sont
confrontées les capsides virales étudiées.

1. Quels polyedres sont possibles ?

Pour étre régulier, un polyedre doit posseder le méme nombre de polygones réguliers en chacun
de ses sommets et la somme des angles au sommet des polygones réguliers doit étre strictement
inférieure a 360°. En effet, si la somme des angles d’un sommet est exactement égale a 360°, alors toutes
les faces sont dans un méme plan. Ce n’est alors plus un polyedre.

De plus, il faut au moins trois faces adjacentes par somment. S’il y en a deux, ce n’est plus un
polyédre car les faces seraient encore dans un méme plan.

Commencons par calculer les angles (tous €gaux) d’un polygone régulier.

Théoréme : soit un polygone régulier a n sommet. Alors chaque angle mesure

a=180—@
n

Démonstration : soit un polygone régulier & n sommets. Notons o 1’angle cherché.
Pour chaque sommet, joignons un segment au centre du polygone. On construit ainsi n triangles isocéles.

. X . . » 360
La somme des angles au centre est égale a 360°, donc chaque angle des triangles est égal a —.
n

180—@

Comme les triangles sont isoceles, chaque angle de la base mesure Tn Or I’angle cherché a est

le double. CQFDm

Pour les polyedres possibles, d’apres ce qui est dit, on envisage les cas suivants, en calculant la somme
des angles a un sommet de la maniére suivante :

360
S= (180 -
nombre de sommet du polygone

) X nombre de polygones réguliers

On étudie ensuite les possibilités pour les polygones réguliers donnés par nombre croissant de cotés.

a. Faces sont des triangles équilatéraux (angles de 60°)

- 3triangles (S = 180° < 360°) : tétraedre

- 4triangles (S =240° < 360°) : octaédre

10




- 5triangles. (S =300 < 360°) : icosaédre

Les cas ou nous avons plus de 5 triangles sont impossibles car la
somme des angles est supérieure ou égale a 360° : par exemples si nous avons
6 triangles : 6x60 = 360° ; 7 triangles : 7x60 = 420° ; etc.

b. Faces sont des carrés (angles de 90°):

- 3carrés (S=270° < 360°) : cube

S’il y en a 4 et plus, c’est impossible car la somme des angles au sommet serait égale ou
supérieure a 360° ; en effet par exemple pour 4 carrés nous aurions : 4x90° = 360°.

c. Les faces sont des pentagones (angle de 108°):

- 3 pentagones (S=324°< 360°) : dodécaédre

De la méme facon, les cas ou nous avons plus de 3 pentagones sont
impossibles (ex : 4x108 = 432°)

d. Face sont des hexagones : impossible (angle de 120°)

Au-dessus d’un angle de 120°, la somme des angles est supérieure ou égale a 360°. Les
conditions ne sont alors plus remplies. On en conclut qu’il existe au mieux 5 polyedres réguliers.

On les appelle plus couramment les « Solides de Platon ». Ces solides ont des caractéristiques qui
leurs sont propres. On se propose d’étudier quelques-unes d’entre elles.

2. Relation arétes, faces et sommets :

On se propose d’étudier les relations pouvant exister entre le nombre d’arétes, de faces et de
sommets, que 1’on réunit dans le tableau ci-dessous.

Polyédre Nomtgre Nombre de Faces Nombre de Relatiqn
d’arrétes sommets observée
Tétraedre 6 4 4 6+2=4+4
Octaédre 12 8 6 12+2=8+6
Icosaedre 30 20 12 30+2=20+12
Cube 12 6 8 12+2=6+8
Pentaédre 30 12 20 30+2=12+20

On remarque une propriété étrange :
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Théoréme : Pour les polygones réguliers, on a
nombre d’arétes + 2 = nombre de faces + nombre de sommets

Il s’agit de la formule d’'Euler, établie par René Descartes (1596 ; 1650), et démontrée en 1752
par le mathématicien suisse Leonhard Euler (1707 ; 1783).
Elle s’étend a n’importe quel polyedre sans « trou ».

Démonstration : la condition initiale étant que le polyedre soit un polyedre sans trou, nous avons choisi
de prendre le cube qui nous servira d’exemple type.

Premiérement prenons un cube puis « aplatissons » le, afin d’obtenir un graphe donc les nceuds sont les
sommets du polyedres, et les arcs les arrétes. Le nombre de faces ne change pas.

—_—

A présent nous allons éliminer étape par étape des arétes, et a chaque fois vérifier la conservation de la
formule d’Euler, avec a désignant le nombre d’arétes, s le nombre de sommets et f le nombre de faces.
Etape 1:a=12,s=8etf=6,0r12+2=8+6donconabiena+2=s+f.

Etape 2 : nous tracons une diagonale au niveau de chaque face ayant plus de trois cotés. Cette étape
ajoute une aréte et une face a notre graphe. La formule d’Euler se conserve. On répéte cette opération
jusqu'a ne plus avoir que des faces triangulaires.

a=15s=8etf=11
or:15+2=8+11
donconabien:a+2=s+f

Etape 3 : a présent, nous « supprimons » un a un tous les triangles qui comportent un seul c6té aux fron-
tieres extérieures de notre graphe. La formule est conservée car a chaque suppression, on enleve une
aréte et une face (pas de modification au niveau des sommets).

a=13,s=8etf=7
or:13+2=8+7
onabien:a+2=s+f
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Etape 4 : ensuite nous supprimons un a un tous les triangles qui comportent deux arétes aux frontieres
extérieures de notre graphe. Se suppriment alors a chaque fois un sommet, deux arétes et une face. La
frrmule reste inchangée.

a=5s=4etf=3
or:5+2=4+3
onabien:a+2=s+f

Etape 5 : nous répétons la méme opération jusqu’a obtenir un unique triangle.

:‘\. ......

a=3,s=3etf=2
or:3+2=3+2
onabien:a+2=s+f

Etape 6 : nous venons donc de prouver la relation : nombre d’arétes + 2 = nombre de sommets +
nombre de faces.

3. Anagles diédres :

A présent nous allons étudier les angles présents entre les faces de chacun des 5 polyedres
appelés, « angles diedres ».

A une homothétie prés (agrandissement ou réduction), on considere que tous les polyédres ont un
cbté mesurant 1 unite.

a. Tétraédre :

(04

Prenons un triangle isocéle, comme tracé ci-dessus, coupons le en deux triangles rectangles, et
calculons sa hauteur h.

— 2 — 2 —_ E ! \ 7 N
h=+1°-0.5"= > (d'apres le théoréme de Pythagore)

s _1_ 2 . _ - (V3 o
D’ou:sina= 5 X 7 Pulsa= arcsm(?) ~ 25,26
Et donc I’angle 6 cherché vaut 2a soit environ 70.5°.
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b. Octaédre

Prenons la base carrée de cet octaedre. On calcul dans un premier temps sa diagonale d :

4 — h

. e
1

d =12 + 1% = V2 (relation de Pythagore)
Puis, on se propose de prendre le triangle isocele formé par cette diagonale, et de calculer sa hauteur,

comme fait précédemment. On obtient: h = ?
D’ou:sina = g X \/2—5 = g ; avec la calculatriuce: « =~ 54,7 °

Et donc I’angle 6 cherché vaut :0 = 2 X sin"'a@ = 2 x sin™! \/3—6 soit environ 109,5°.

c. lcosaedre

L’icosaédre est un polyedre trés particulier. L’étude des angles entre chaque face est plus complexe que
pour le tétraedre et I’octacdre, car la base formée par les 5 triangles est un pentagone, figure plus
complexe que le triangle ou le carré.
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En observant la composition de 1’icosaédre on peut le découper en trois polyédres : deux pyramides
pentagonales et un anti prisme. On se propose alors de calculer I’angle di¢dre grace a une des pyramides.
Pour cela nous allons nous aider d’une modélisation Geogebra.

Soit I’icosaédre ci-dessus de coté 1, et la pyramide pentagonale AOBFEC (par conséquent de coté 1).

Le but est de mesurer 1’angle entre les faces ABO et ACO. Pour cela on créer d’abord les points M
milieu de [AO] et N milieu de [BC].
Puis on trace le triangle BMC, ainsi nous avons un triangle en deux dimensions dont nous connaissons
certaines mesures facilitant la mesure de 1’angle di¢dre BMC.
A partir de la nous pouvons calculer MB et MC :

V3

Nous avons MA = — et AB = 1(par hypothése)d'ott MB = MC = /12 = 0,52 =

Ensuite nous allons nous aider du repere, pour calculer la distance MN. (Perte de précision)
Soit M(0 ;0 ;0,5) et N(0,11 ;-0,29 ;0,5)

0,11
Onaalors: NM ~ (-0,29) et donc|[MN|| = /0,112 + (—0,29)% + 02 = 0,31.
0

Enfin, ayant les mesures de MN et MB, nous pouvons calculer I’angle diédre BMC (au degré pres)

- . 2
BMC =2 X cos ! BMN =~ 2 X cos™ ! (0,31 X —) ~ 138°
V3

Grace a Geogebra nous pouvons mesurer cet angle afin de vérifier
nos résultats et de les ajuster. On peut alors conclure que 1’angle
diédre d’un icosaédre est de 138,19° environ.
Cette caracteéristique est essentielle a notre étude car cet angle,
contextualisé, correspond a 1’angle que forment les protéines
quand elles s’organisent autour de la capside.
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d. Cube

L’angle diedre du cube est tres facile a reconnaitre. Chaque faces sont écartés d’un angle de 90°
étant donne que toute les faces sont des carrés.

e. Dodécaedre

Le dodécaedre n’étant pas essentielle a la compréhension de la forme d’un virus, on admettra que
ses angles diédres sont de 116°.

4. Rapport Volumes/surface de solides

En comparant le rapport volume/surface de chaque solide de Platon on remarque que I’icosaedre
a le plus grand rapport. On considére des polyedre de cote a.

Polyédre \Volume Surface Rapport /S 4 10°
Tétraedre g as J3a? 0,068a
Cube a’ 6a’ 0,167a
Octaédre g a’ 2./3a2 0,136a
Dodécaedre ﬂ al BM a2 0,371a
Icosaédre 5(31—2‘/_5) a’ 5./3a2 0,252a

En conclusion, I’icosaedre est un polyedre régulier qui se démarque des autres solides de Platon
de par ses caractéristiques géométriques particuliere. Son angle diédre est supérieur a tous les autres, son
rapport volume/surfaces est également 1’un des plus grand parmi les polyedres réguliers et enfin il est
celui qui comporte le plus de face (et donc de sous-unités) et se rapproche alors le plus d’une sphére.

Ces éléments nous permettent d’émettre des hypothéses quant aux avantages fournit par
I’icosaedre :

- le fait que I’angle entre deux faces soit grand minimise les forces de répulsions et d’attraction ce qui
peut contribuer a la stabilité de I’organisme. Il offre une certaine rigidité a la capside.

- Le grand rapport volume surface peut permettre d’encapsuler une plus grande quantité de matériel gé-
nétique tout en minimisant les contacts avec son environnement.

- Etant plus économique pour le virus d’encapsuler son génome dans une capside formée de plusieurs
sous-unités identiques répétées, qu’en utilisant moins de sous-unités différentes mais plus large (opposi-
tion icosaére-dodécaédre), I’icosaédre est le plus a méme de protéger le génome viral.

- Enfin sa forme quasi-sphérique, ne présentant que des angles « doux », permet de minimiser les agres-
sions pouvant venir de son environnement et donc de mieux protéger le génome.

Nous avons donc vu que les capsides virales devaient répondre a des conditions mathématiques,
étroitement liées a la notion de symetrie, seulement n’oublions pas qu’il s’agit d’un organisme biolo-
gique. Il existe donc également des conditions biologiques auxquelles elles doivent répondre, que nous
allons a présent étudier.

16




I11. Les capsides icosaedriques :

Etudions les caractéristiques de 1’icosaedre
afin de mieux comprendre pourquoi les protéines
d’une capside s’organisent ainsi.

Observations :

On remarque une propriété intéressante :
aux sommets, les faces se réunissent en formant 15 axes de symétrie 2
des pentons tandis que les arrétes et les faces
forment des hexons.

De plus I’icosaedre présente de nombreux
axes de symétries.

I

{aux sommets) HEXOMN (Faces et arétes)y

B
5

6 axes de symétrie 5

1. Etude de cas: I’adénovirus

Afin de mieux comprendre le fonctionnement des capsides icosaédrique, on se propose d’étudier
un virus type : I’adénovirus.

Notre choix se porte sur ce dernier connu de I’Homme pour étre notamment responsable de
pharyngites et de pneumonies, mais aussi de conjonctivites. L’adénovirus est un virus de groupe I, c’est-
a-dire a ADN a double brins, possédant une capside icosaédrique. A travers cette étude de cas, nous
¢tudierons 1’organisation des protéines qui forment la capside puis le nombre de triangulation T.

Protéines structurales de la capside :

La capside virale est constituée de protéines dites majeures (ici 3), qui constituent la majeure
partie de la capside, ainsi que de protéines mineurs qui jouent le r6le de ciment entre les protéines
majeures dans la capside et assure son étanchéité (on ne s’intéressera pas ici des protéines mineures).
Les trois protéines majeures formant la capside de I’adénovirus sont :

- L’hexon, protéine la plus abondante du virus, et la S R e
plus grosse en taille. 720 monomeéres (grosse pro- P Hexon
s
. ~
A

téine) forment 240 hexons trimériques (c-a-d. 2 pifangy

constitués de trois molécules) qui vont constituer
les 20 facettes triangulaires de 1’icosaedre.

Chacune des facettes du virus est alors constituée
de 12 hexons. La forme pseudo hexagone de cette
protéine est d0 a la composition de chaque trimére.

<

- la base de penton, protéine pentamétrique (c-a-d.
constitué de cing molécules), située au niveau des
12 sommets de I’icosaédre. Elle joue un role majeur dans la structure géométrique mais permet
¢galement la fixation et I’exposition de la fibre porteuse de I’antigene a la surface de la particule
virale.

- La fibre, homotrimére (c-a-d. constitué de trois molécules identiques) projetée vers 1’extérieur
sur les 12 sommets de 1’icosaédre. Le role majeur de la téte de la fibre est la reconnaissance du
récepteur a la surface de la cellule cible lors de I’infection par I’adénovirus.

La base de penton et la fibre forme le penton.

Dans une structure icosaédrique, telle que celle de la capside de I’adénovirus, nous avons donc
les pentons qui forment les 12 sommets, et les hexons qui eux forment les arrétes et les 20 facettes. Cette
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organisation n’est pas surprenante. En effet, d’abords les sommets sont la réunion

de 5 faces. Par conséquent les protéines s’y situant doivent former un polygone a 5 7
cotés, soit un pentagone (voir schéma ci-droite). Ensuite si chacun des sommets

sont formeés de pentagones, les faces sont alors découpées de la fagon suivante : /

des polygones a 6 cotés, d’ou des hexagones (les hexons). Chaque hexagone peut

alors étre a son tour redécoupeé en hexagones.

Ce systéme d’organisation d’hexagones permet de déterminer le nombre de triangulation des
virus et donc leurs tailles.

T=1(hk = (1,0 T=3(hk =(1,1) I =4 (hk) = (2,0)
4 TN . g ‘\ ’ ,
> ! . G | < 1
A ” X A =S S ") y \ N
~ - -~ / - - - /\ —
¢ / '\ ! ¢ / ) ¢ y )
\\ ' 4 \ ": .‘\ J ! ‘l !
\ - \\ ,‘/ \ y ! ' J
‘I. / J \ / /
| : / \ /‘ J A 1/ \\ ,‘
v4 ¥ ! ,'nf \ ¥ ‘! . X ) J
\ ~NG 7 ™
~ \\ / L < \\ / / » W \\\ //
N 4 / N \\ / ” N <
\ g AN / NG /.7
\ . \\ V.5 "
N/ N v

Trois exemples de structures. Identifiez les pentons et les hexons.
Le nombre T et les coordonnées (h,k) seront expliquées au paragraphe 3.

2. Un peu d’histoire

La compréhension de comment s’organise la capside d’un virus est la clé a la compréhension de
comment les virus fonctionnent, ainsi que de comment ils peuvent étre battus.

L’interprétation mathématique des virus a commencé en 1956, lorsque les biologistes Francis
Crick et James Watson ont observé qu’on ne peut coder qu’une quantité limité de protéines de capsides
distinctes a cause de la trop petite taille du matériel génomique encapsulé.

Ils ont alors émis I’idée selon laquelle des petits virus sont formés de protéines identiques qui
sont arrangées selon une symétrie. Les expériences ont confirmé que les virus utilisent en effet la
symétrie des icosaédres dans I’organisation de leur capside et ainsi, la forme globale d’un petit virus
ressemble & un icosaédre.

En 1962 Caspar et Klug se plongent a leur tour dans ce travail, et expliquent 1’organisation de
plus grands virus basés sur le concept de quasi-équivalence. Ils émettent une théorie fondamentale, basée
sur une organisation des protéines de la capside virale en termes de treillis superficiels triangulaires, qui
exposent les propriétés de symétrie de 1’icosaedre. Leur théorie suppose que des structures virales
peuvent étre modélisées via les treillis triangulaires qui codent schématiquement les emplacements des
protéines capside dans les coins des triangles.

Aujourd’hui, cette théorie est un outil fondamental dans la virologie, utilisée pour la classification de
virus et dans la reconstruction de leurs structures de données expérimentales.

Reésumé de la théorie de Caspar & Klug :
Un grand nombre de capsides virales connues adoptent une forme sphérique ayant une symeétrie

icosaédrique, qui est, les capsides possédant six axes de symétrie 5 (rotation autour d’un sommet), dix
axes de symétrie 3 (rotation autour du centre d’une face) et quinze axes de symétrie 2 fois (symétrie
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planaire).

Cette observation expérimentale a été faite par F. Crick et J. Watson (Nature 177, 473 (1956).).
Les premiéres considérations topologiques et géométriques ont conduit & la conclusion que les capsides
virales devraient avoir la symétrie de l'un des cingq solides platoniciens. Puisque les virus doivent
optimiser leur survie grace a l'adaptation, c’est, avec le recul, sans surprise que leurs capsides choisissent
la symétriec de l'icosaédre, car ce dernier a I’un des plus grands rapports volume-surface des solides
platoniciens.

L'origine physique de symétrie icosaédrique dans les virus est sous enquéte active (R. Zandi et al,
Proc. Natl. Acad. Sci. 101, 44, 15556 (2004).). Les petites capsides sont organisées en groupes de sous-
unités protéiques centrées sur la symétrie globale des axes de la structure icosaedrique. Cependant, ces
axes de symétrie ne sont pas suffisants pour loger les sous-unités protéiques des virus sphériques plus
grandes, qui se produisent par multiple de 60, I'ordre du groupe de symétrie de rotation de I'icosaedre.

La théorie quasi-équivalence préconiseée par Caspar et Klug consiste a organiser les amas de
protéines autour de la symétrie globale des axes, mais aussi autour de quelques axes de symétrie locaux
(6 axes) de la capside icosaédrique.

La regle fondamentale pour générer de grandes capsides icosaédriques est la suivante : les blocs de
construction ne sont pas les sous-unités protéiques eux-mémes, mais plutdét les pentameres et
hexameéres, qui sont des groupements polygonales régulieres de cing et six protéines de capside
individuelle sous-unités asymétriques.

Pour construire une capside, on place un pentameére sur chaque sommet de six axes de symétrie
de 5 (axes de rotation passant par deux sommets opposés) de l'icosaédre (cela représente 5 x 6 x 2 = 60
sous-unités individuelles), et remplit I'espace entre pentameres avec des hexameres de la méme longueur
de coté. Plus la capside est grosse, plus on peut construire d’hexameéres, mais seulement dans la
proportion de 12 2 10 (T - 1), ou T = Pf 2, ou P = h2 + hk + k2 avec h, k € Z est appelé le numéro de
triangulation et détermine la structure du treillis de la surface. f peut étre n’importe quel entier positif.

3. Application de la théorie Caspar et Klug :

Afin de modélisées les structures virales, selon la théorie de Caspar et Klug, dans un premier
temps, on se munit d’un treillis triangulaires par-dessus lequel on positionne un treillis hexagonal repreé-
sentatif du positionnement des molécules au sein de la capside virales (voir schéma ci-dessous). Les mo-

lécules pentons seront automatiquement apparente lorsqu’on formera 1’icosaédre dans 1’espace (cf.:
11.1)
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Ensuite, on se propose d’étudier les coordonnées des points sommets des triangles de maniére
générale.

Soit le repére (O,h, E) tel que I’angle orienté (E; E) = 60° (triangle équilatéral)

Observations :
Ces triplets de coordonnées correspondent a des triangles équilatéraux.

0;0 (3;1) (1,4 0;0 1,2 (-2;3)
(0;0) (1:3) (-3;4) 0;0 (2:1) (-1;3)
Théoreme :

Si les deux premiers sommets ont pour coordonnées O(0 ;0) A(x ; y) (dans le sens direct.),
alors le troisieme sommet est B (-y ; X +Y).

Lemme : On note R, la rotation de centre O et d’angle 60°.
Pour avoir un triangle équilatéral, on a nécessairement que R (04) = OB.

Démonstration :

04 = xh + yk dans le repére (k; k).

OrR (h) =k etR(k) = —h + k.

Donc OB = R(04)
= xR (H) + YR (E) par linéarité d’une rotation
= xk + y(—=h + k)
= —yfl + (x + y)E-

On peut alors en conclure que pour que des points forment un triangle équilatéral, il faut que leurs
coordonnées Vvérifient les données suivantes : O (0; 0) A(X ; y) et B(-y ; X +).

Exemples :

T=3 (h,k=1,1) T=4 (h,k=2,0)

Ensuite, étudions la formule de Caspar et Klug : T = Pf2 avec P = h? + hk + k? pour tout couple d’entier
(h ; k) premiers entre eux (c.-a-d. pgcd(h ; k) = 1).

Montrons pourquoi pged(h ; k) =1 :
Supposons qu’il existe un facteur f > 1 commun a h et k, on peut alors écrire h = fxh’ et k = fxk’.
Onaalors:h? + hk + k? = f2h'2 + fk' X fh' + f2k? = f2(h'? + W'k’ + k?)

Conclusion : (h ; k) ne doivent pas avoir de facteur commun, sinon il y a une possibilité de réduction par
le carré de ce dernier.
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T=7¢ (hk=2,1) T=13¢ (h,k=3,1)
T=74(hk=1,2) T=13¢ (h,k=1,3)

Résultat :
Les valeurs de h et k permettent de classifier les virus.

Pour un virus donné, le nombre de protéines nécessaires a 1’assemblage d’une capside icosae-
drique est indiqué par le nombre de triangulation T : il faut T x 60 protéines pour construire la capside.

h k T | Virus associé

1 0 1 Bactériophage

1 1 3 Tomato Buchy Stunt virus

2 0 4 Virus Sindbis (transmis par moustique, provoque des fiévres)

1 2 7 Polyomavirus (maladies dégénératives des neurones)

3 1 13 | Reovirus (attaque le ystéme digestif ou respiratoire)

1 3 13 | Maladie de Gumboro (affecte les oiseaux, en particulier décime les poules)
4 0 16 | Herpesvirus (herpées, varicelle, mononuléose, roséole...)

5 0 25 | Adenovirus

1 1 3 virus Zika

Tomato Buchy Stunt Virus Sindbis virus Polyomavirus

Source : virology.wisc.edu Source : biochem.ncsu.edu Source : iayork.com
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virus de Gumboro (1 face) Herpesvirus

Source : jvi.asm.org Source : people.virginia.edu

Sur ces exemples, cherchez les coordonnées (h,k).
\Voyez-vous ou sont les pentons et les hexons ?

Source : the-scientist.com

Enfin on se propose de construire ces différents icosaédres selon leur taille T afin de pouvoir se
rendre compte de I’importance de cette formule.
Il serait intéressant de démontrer le bon fonctionnement de cette derniere.
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T=25 T=4 T=3 T=1

Ci-dessus, des capsides que nous avons construites en papier. On a utilisé un maillage hexagonal et
utilisé la théorie présentée plus haut.

Conclusion

En conclusion, pour modéliser la forme des virus, deux types de critéres rentrent en jeu. Dans un
premier temps un critere mathématique qui met en jeu la symétrie naturellement présente dans notre
environnement, comme le met en évidence I’algorithme étudié. Les seuls polyédres répondant a ce
critere sont les solides de Platon, régis par de nombreuses lois telles que celles d’Euler. Parmi ces cing
solides, I’icosaédre se démarque de par ses propriétés géométriques tres particulieres (grands angles
diedres, et grand rapport volume-surface) qui peuvent conférer, aux capsides virales adoptant une telle
structure, des avantages d’un point de vue biologique.

A ce niveau rentre alors en jeu le critére biologique qui est déterminé par 1’organisation méme
des protéines au sein d’une capside. Ainsi pour pouvoir exister, certains types de capsides virales doivent
présenter cinq penton, et un nombre d’hexons caractéristique de chacune d’entre elles. Ces conditions
biologiques sont alors remplies par la structure de l’icosaédre. A partir de ces propriétés mises en
évidence par Caspar et Klug, une classification a pu étre mise en place basée sur le nombre de
triangulation que présente chaque capside virale, et qui est propre a chaque virus. On comprend alors ici
I’ampleur de la modélisation de la structure des virus qui se fait quasiment au cas par cas mais qui est
essentielle.
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