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1. Présentation du sujet

Dans le plan, il y a 10 chasseurs de fantémes et 10 fantdmes représentés par les
points C,, Gy, ..., Cio pour les chasseurs et Fy, F,, ..., Fig pour les fantomes. Il n’y aura
jamais 3 personnages alignés.

Chaque chasseur vise un fantdme avec son canon a protons pour I'éradiquer d’un
coup de rayon, matérialisé par un segment entre le chasseur et le fantome. Les
chasseurs provoqueront chaque fantéme en des duels en formant 10 segments du
plan.

Comme nous le savons tous, il est tres dangereux de faire se croiser deux rayons a
protons.

Comment les chasseurs peuvent-ils s’y prendre pour éradiquer tous les fantomes
sans que les rayons ne se croisent ?

2. Sommaire

1°) Pour éradiquer tous les fantémes sans croiser les rayons, nous montrerons tout d’abord une méthode qui ne
fonctionne pas indépendamment de la position des personnages dans le plan.

2°) Nous développerons ensuite la premiere méthode trouvée dite “Méthode des Partages” qui fonctionne
qguelque soit la position des chasseurs et des fantomes dans le plan.

3°) Et enfin nous donnerons une deuxieme méthode : la “Méthode des croisements/décroisements”. Nous
démontrerons qu’elle aboutit toujours a une solution puis nous énoncerons un algorithme de résolution.

3. Conclusion

Lorsqu’il n’y a jamais 3 personnages alignés, il sera toujours possible d’éradiquer tous les fantdmes sans que les
rayons a protons ne se croisent avec I'une ou I'autre de nos deux méthodes.
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Introduction

Tout au long de notre présentation, nous aurons les 10 chasseurs
de fantémes représentés par les points bleus C1 a C10, les 10
fantdomes représentés par les points rouges F1 a F10.

Il n’y aura jamais 3 personnages alignés.

Les 10 chasseurs tirent en méme temps pour tuer tous les 10
fantomes.

Les rayons a protons seront représentés par des segments verts
et ils ne doivent pas se croiser.

Quelque soit la position des personnages dans le plan, pourra-
t-on toujours faire en sorte que les rayons ne se croisent pas ?
Comment va-t-on procéder ?

1°) Une premiére piste ?

Une premiére méthode nous est venue immédiatement.

On choisit le chasseur le plus haut et qui n’a pas encore visé un fantéme et on le relie au fantdme non encore

ciblé le plus proche.
On répéte cette action jusqu’a ce que tous les fantdmes soient visés.

a) Par exemple avec 5 chasseurs et 5 fantdmes placés dans le plan
comme sur I'image 1a ci-contre :

- le chasseur C3 est le plus haut et va viser le fantdme F2 qui est le plus
proche,

- puis le chasseur C1, le plus haut qui n’a pas encore visé un fantéme va
viser le fantdome F3 le plus proche qui n’a pas encore été ciblé par un
chasseur,

- puis le chasseur C5 visera le fantéme F5,

- puis C4 visera F4,

- et enfin le chasseur restant C2 visera le fantéme restant F1.

Les rayons ne se croisent pas, les 5 chasseurs pourront alors tirer pour
tuer les 5 fantomes.

b) Mais pour cette autre placement des personnages dans le plan
comme sur I'image 1b ci-contre :

- le chasseur le plus haut C3 vise le fantéme le plus proche F1,

- puis le chasseur suivant le plus haut C1 va viser le fantome le plus
proche F5.

Les 2 rayons a protons se croisent, cela est interdit !

C’est un contre exemple qui montre que notre méthode ne fonctionne
pas indépendamment de la position des personnages dans le plan.

Les 5 chasseurs ne devront surtout pas tirer !

Remarque : Ce sera pareil pour toutes les méthodes ou on choisit « le
chasseur le plus a droite », « le chasseur le plus a gauche » ou « le
chasseur le plus en bas » avec le fantéme le plus proche.

Il faut donc une autre méthode !
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2°) Une premiére méthode qui fonctionne, « La méthode des partages ».
a) Méthode

Cette méthode nous est venue assez rapidement. Notre chercheuse e © ®
nous avait donné une planche ou tous les personnages étaient placés o °Q
en rond (image 2al). o °
Nous avons constaté que si un chasseur visait un fantome d’un rayon (] °
de telle maniere qu’il n’y ait pas le méme nombre de chasseurs que de ®e ®
fantémes de part et d’autre de la droite portant ce rayon, les rayons se ‘e ° .'
croiseront forcément comme on le montre ci-dessous. o

Image 2al

¢ |l y a le méme nombre de chasseurs que de
fantdomes de part et d’autre du 1°" rayon vert

¢ |l n’y a pas le méme nombre de chasseurs que de
fantdomes de part et d’autre du 1° rayon vert entre

un chasseur et un fantéme :

entre un chasseur et un fantéme :

3 chasseurs . 4 chasseurs
& o —@ 4 fantédmes
‘._ . ...dfantomes ..
o °e e °@
[
@ ° .
® -‘ L ’
° @ L R @
6 chasseurs @ . 5chasseurs @ L. _ »
5 fantémes ® @ ® ® 5 fantdmes . . . ®

Image 2a2

En reliant chaque chasseur a un fantéme, le 1°" rayon
vert sera forcément coupé par un autre rayon.

Image 2a3

On pourra relier chaque chasseur a un fantéme
sans jamais croiser le 1¢" rayon vert.

Nous nous sommes alors dits que si on partageait le plan en deux parties avec autant de chasseurs que de
fantdmes dans chacune d’elles, cela revenait a traiter 2 fois le méme probléeme, mais avec moins de

personnages.

Le principe de la méthode des partages est donc le suivant :

On cherche une droite passant par un chasseur et un fantome telle
gu’il y aura autant de chasseurs que de fantomes de part et d’autre ® Ca °Q
de cette droite, comme par exemple dans la configuration ci-contre e
de I'image 2a4 ou il y a 6 chasseurs et 6 fantémes d’un c6té de la @ o ° ¢ PY
droite passant par le chasseur Ca et le fantdme Fb, 3 chasseurs et 3
fantdomes de I'autre coté. ® ® o ®
Le chasseur Ca visera alors le fantome Fb. ° Fb ®
Ensuite, on procede de méme dans les 2 demi-plans avec autant de ® (]
chasseurs que de fantémes dans chacun d’eux mais avec moins de P 6 chasseurs 3 chasseurs
personnages. 6 fantomes .~ 3fantémes
On continue de méme jusqu’a ce que tous les fantémes soient visés.

Image 2a4

Nous avons alors démontré que cette droite de partage existait bien toujours.
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b) Preuve d’existence de la droite de partage
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Quelque soit la configuration des 10 chasseurs et 10
fantémes, il existe un personnage qui a une droite
(d) qui passe par lui et avec tout le reste des
personnages qui est au dessus d’elle (1).

Pour la configuration ci-contre de I'image 2bl c’est
le chasseur C7.

La droite (d) définit deux parties du plan

- la partie@ constituée de la droite (d) et du demi-
plan en dessous grisé. Elle contient donc ici 1
chasseur et 0 fantéme

- la partie@ qui est le demi-plan au dessus et qui
contient donc 9 chasseurs et 10 fantomes.

On fait tourner la droite (d) autour de C7 et donc
aussi la partie grisée @ dans le sens des aiguilles
d’'une montre. Au fur et a mesure de sa rotation,
elle va rencontrer les autres personnages, un a un
car il n’y a jamais 3 personnages alignés.

On consideére alors les couples (C; F) dont la 1% coordonnée indique le nombre de chasseurs et la 2éme

coordonnée le nombre de fantémes dans la partie @

Au départ on se trouve donc avec le couple (1: 0) carily a 1 chasseur et 0 fantéme dans la partie @
On tourne (d) autour de C7 dans le sens des aiguilles d’'une montre jusqu’a ce qu’elle rencontre le 1°"

personnage, ici le chasseur C9.

On ajoute 1 chasseur dans la partie @ donc on ajoute 1 a la 1% coordonnée du couple (1 ; 0) et on obtient donc

le couple (2 ; 0).

F9
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®
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O
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O
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]
® OF1
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c9 .FZ 9
c7 6 chasseurs
o (d) 6 fantdmes
Image 2b2

Puis (d) rencontre F4, il y a un fantdome en plus dans
la partie @, on ajoute 1 3 la 2é™e coordonnée du
couple (2; 0) et on a le couple (2 :1)

Puis (d) rencontre C1, on a le couple (3 ; 1)

On continue, on a successivement a chaque
rencontre des personnages C4, F8, F3 et F5 les
couples (4; 1), (4; 2), (4; 3) et enfin (4; 4) lorsque
(d) rencontre F5.

On vient de rajouter 1 a la 2®™ coordonnée du
couple précédent, donc (d) passe bien par un
fantéme, le fantéme F5. Ainsi (d) passe par le
chasseur C7 et le fantéme F5.

On est arrivé au couple (4 ; 4) qui a ses coordonnées
égales, il y a donc autant de chasseurs que de
fantémes de chaque c6té de (d). Il y a 3 chasseurs
et 3 fantdbmes d’un coté de (d), 6 chasseurs et 6
fantémes de 'autre c6té (image 2b2).

La droite (C7F5) est donc ici une droite de partage.
Le chasseur C7 visera le fantome F5 du rayon [C7F5].

Si on continue de faire tourner (d) autour de C7, I'lavant dernier personnage rencontré sera le fantébme F1, on se
retrouvera avec le couple (10; 9). Il y a 10 chasseurs et 9 fantdmes dans la partie @

Puis (d) rencontrera le dernier personnage, le fantdme F2, on obtient le couple (10 ; 10) a la fin.

Remarque : Pour arriver au couple (10 ; 10) on a rajouté 1 a la 2™ coordonnée du couple précédent (10; 9), (d)
passe donc aussi par un fantdme et il y a autant de chasseurs que de fantémes de part et d’autre de (d): O
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personnage d’un c6té et 9 chasseurs et 9 fantdmes de I'autre.
Donc la droite (C7F2) est aussi ici une droite de partage.

La preuve qu’une droite de partage existe quelque soit la position des chasseurs et des fantémes est donnée par
la démonstration suivante :

Au départ on a le couple (1; 0) (2) et a la fin, on a le couple (10 ; 10)

D’un couple a son suivant, on ajoute 1 seulement a I'une des 2 coordonnées car il y a un seul personnage en plus
a chaque fois que (d) rencontre un nouveau personnage puisqu’il il n’y a jamais 3 personnages alignés.

Au départ la différence D entre la 1% et la 2¢™¢ coordonnée est positive (= 1). A chaque ligne, D augmente de 1 si
on ajoute un chasseur (car la 1% coordonnée du couple, donc le 1¢" terme de D, augmente de 1) ou D diminue
de 1 si on ajoute un fantéme (car la 2éme coordonnée du couple, donc le 2¢™e terme de D, augmente de 1).

A I'arrivée pour le couple (10 ; 10) cette différence est nulle.

En conséquence, dans la liste de tous les couples, il existe au moins un couple pour lequel la différence D entre
la 1% et la 22me coordonnée s’annule. Au pire ce sera le couple (10 ; 10)

Si on prend le premier couple (a ; a) ou la différence D s’annule, juste avant D était forcément positive et égale a
1. D a donc diminué de 1 et cela veut dire que I'on vient de rajouter un fantome.

La droite (d) correspondante relie alors bien un chasseur et un fantéme et il y a dans chaque demi-plan autant
de chasseurs que de fantomes.

De méme, si le personnage le plus en bas qui a une droite horizontale (d) qui passe par lui et avec tout le reste
des personnages au dessus d’elle, est un fantéme. (d) tournera autour de ce fantéme.

En raisonnant de méme, dans des listes de tous les couples qui démarrent alors de (0 ; 1) jusqu’a (10 ; 10) et ou
on passe d’un couple a son suivant en ajoutant 1 a une seule coordonnée, on passera obligatoirement a un
moment donné par au moins un couple (a ; a) en ajoutant 1 3 la 1° coordonnée. En effet, au départ D est
négative (= — 1), elle reste négative et juste avant d’arriver au couple (a ; a) elle est égale a — 1.

Pour arriver a D = 0, il faut ajouter 1 a la 1% coordonnée. La droite (d) rencontrera donc un chasseur et
partagera le plan en deux demi-plans contenant chacun autant de chasseurs que de fantémes.

Ce Qu’il Fallait Démontrer !
Avec notre droite de partage, il y a dans chaque demi-plan autant de chasseurs que de fantdmes et on peut
réappliquer la méthode. On obtient des régions du plan avec encore moins de chasseurs et de fantdmes, mais

toujours avec autant de chasseurs que de fantdmes dans chacune d’elles. On continue a partager chaque région
obtenue jusqu’a ce que chaque chasseur ait un fantome a viser.

c) Application de la méthode de partage sur un exemple

F9 On reprend la configuration précédente avec la
'Y c8 droite de partage (C7F5) (Image 2cl). C7 visera le

c10® L fantéme F5. Il y a alors dans chaque demi-plan
autant de chasseurs que de fantdmes et on peut
o F10 réappliquer la méthode dans chacun d’eux.

® ® c3 Dans le demi-plan a gauche de (d), on considérera
@ Lt c2 ® o une droite (d1), qui passe par C9 et telle que tout
@ F7 le reste des personnages du demi-plan est au
° R c6 dessus d’elle, et on fera tourner (d1) autour du
P ® chasseur C9 dans le sens des aiguilles d’une
@ [ ] montre. Elle rencontrera successivement C4, C1,
® F2 F8, F3 et F4. On écrira successivement les couples
7 correspondants (1; 0), (2; 0), (3;0), (3; 1), (3; 2)
o o et (3; 3). Le chasseur C9 visera alors le fantome F4.
() \ Puis le chasseur C1 visera le fantome F3 et le

chasseur C4 le fantome F8.

Image 2c1
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Dans l'autre demi-plan a droite de (d), on considerera une droite (d2) qui passe par F2 et dont tout le reste des
personnages de ce demi-plan est au dessus d’elle et on fera tourner (d2) autour du fantéme F2 dans le sens des
aiguilles d’'une montre. Elle rencontrera successivement F6, C5, F9, C10 et C2. On écrira successivement les
couples correspondants: (0; 1), (0; 2), (1; 2), (1; 3), (2; 3) et (3; 3). Le fantébme F2 sera alors visé par le
chasseur C2. Puis le fantéme F6 sera visé par le chasseur C10 et le chasseur C5 visera le fantéme F9 (3).

Et enfin, dans le demi-plan a droite de (F2C2), on considerera une droite (d3) qui passe par le fantéme F1 et
dont tout le reste des personnages de ce demi-plan est au dessus d’elle et on fera tourner (d3) autour de F1
dans le sens des aiguilles d’'une montre. Elle rencontrera successivement F7, C8, F10, C6 et C3. On écrira
successivement les couples correspondants (0; 1), (0;2), (1; 2),(1;3);(2; 3) et (3; 3). Le fantome F1 sera alors
visé par le chasseur C3, puis le chasseur C6 visera le fantdme F7 et le fantdmeF10 sera visé par le chasseur C8.

F9
5
c8
C10
. . .
F> F10 Chaque chasseur a maintenant un fantéme a viser.
Les 10 rayons a protons ne se croisent pas et les 10
° FS. <3 chasseurs peuvent tirer en toute sécurité sur les
s 2 ®.F7 10 fantémes. (Image 2c2)
./3. c6
c1 F6
® F1
® @
- F2
O
9
c7
Image 2c2

Nous n’avons pas essayé de programmer cette méthode des partages sur SCRATCH, c’est au-dela de ce que I'on
sait faire sur ce logiciel.

3°) Une deuxieme méthode! « La méthode des croisements / décroisements »
a) Méthode

Le principe de la méthode des croisements / décroisements avec une configuration de 5 chasseurs et 5 fantdmes
seulement est le suivant :

i S L On imagine les rayons [C1F1], [C2F2], [C3F3], [C4F4] et [C5F5].
o o e Ils se croisent ! (Figure 3al).
- . o Puis on décroise les rayons au fur et a mesure.
i\ .ca . D’abord les 2 rayons issus des chasseurs C1 et C5, en échangeant
R ! a® les fantdmes F5 et F1.
LS Figure 3al
2® o
iy, On obtient la configuration de la figure 3a2.
* .« " On décroise les rayons issus des chasseurs C2 et C4 en
! & échangeant les fantémes F4 et F2.
F2 c1
cs Figure 3a2
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On obtient la configuration de la figure 3a3.
On décroise les rayons issus des chasseurs C3 et C4.

Figure 3a3
On obtient la configuration de la figure 3a4.
On décroise les rayons issus des chasseurs C3 et C5.
Figure 3a4
On obtient la configuration de la figure 3a5, plus aucun rayon
ne se croise.
Les 5 chasseurs peuvent tirer sur les 5 fantomes.
Figure 3a5

b) Démonstration que la méthode donne bien une solution

Nous avons alors démontré que I'on arrive toujours a une configuration ou il n’y a plus aucun croisement,
indépendamment de la position des 10 chasseurs et 10 fantdmes et donc que les chasseurs pourront tirer sans

gue les rayons a protons ne se croisent.

= 1l y a un nombre fini de configurations différentes qui relient les 10 chasseurs aux 10 fantémes par 10
segments. lyenal0x9x8x7x6x5x 4x3x2x1=3628 800 car le chasseur C1 a le choix entre les 10
fantomes, le chasseur C2 a le choix entre les 9 fantdmes pas encore visés restants, puis C3 entre 8 fantdbmes

restants et ainsi de suite, C10 visant le dernier fantdbme restant.

» Quand on décroise deux rayons, la longueur totale des deux rayons diminue.

En effet, AD + BC<AO + OD + BO + OC d’apres I'inégalité triangulaire. A D

AD + BC< AO + OC + BO + OD en modifiant I'ordre des termes.

Or O € [AC] et O € [BD] donc AO + OC=ACet BO + OD =BD

On adonc AD + BC<AC+BD

La somme des longueurs de deux rayons verts non croisés AD + BC est
donc plus petite que la somme des longueurs des deux bleus AC + BD

qui se croisent (figure 3b1).

» Alors a chaque décroisement, on ne pourra pas retomber sur une configuration antérieure qui aura une

Figure 3b1

longueur totale des rayons supérieure.

Et on finira forcément par obtenir une configuration ol la longueur totale des rayons sera minimale (4) et donc

sans croisement.
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Ce Qu’il Fallait Démontrer !

c) Algorithme de résolution du probléme

Notre chercheuse nous a alors demandé d’écrire un algorithme qui retranscrive cette méthode afin d’essayer de
le programmer sur Scratch.

1) Avec son aide, on a d’abord cherché comment vérifier si 2 segments étaient sécants ou non avec des
équations de droites pour ensuite les décroiser. Cela dépasse un peu le programme de 3™ et nous
n’étions pas trop a l'aise et avons laissé tomber.

2) De maniere bien plus simple, on a alors vu que I'on pouvait travailler sur la diminution de la longueur
totale des rayons issus de 2 chasseurs avec de simples calculs de longueurs au lieu des équations de
droites.

Dans le 1°" cas ci-contre (figure 3c1), les rayons se croisent, la longueur
totale des rayons n’est pas minimale.
En décroisant les rayons, la longueur totale des rayons devient

minimale.

Figure 3cl

Dans le 28me cas (figure 3c2), les rayons ne se croisent pas mais la

longueur totale des rayons n’est pas minimale. o——=o
En échangeant les fantdmes, on la rend minimale.

— 0 =x
Figure 3c2
Dans le 32™e cas (figure 3c3), la longueur totale des rayons est minimale
et on ne change rien.
—@
Figure 3c3

En plus avec cette méthode de longueur minimale des 2 rayons, on obtiendra la configuration qui minimise la
longueur totale des rayons a la fin.

Dans le plan munit d’un repére, on considére le chasseur C1 (x; ; 1), le fantdme F1 (x5 ; »,), le chasseur
C2 (x3; y3) et le fantdome F2 (x4 ; y4).

On calcule les deux longueurs L = C1F1 + C2F2 =\/(x1 - xz)z + (y1— yz)z + \/(x3 — x4)2 + (y3— y4)2

et L"=C1F2 + C2F1 = \/(xl —x)* + (1 —y)’+ \/(x3 —x2)* + (3 —¥2)°

On trace les rayons correspondants a la longueur minimale L ou L, c'est-a-dire :
- siL< U, alorsontrace [C1F1] et [C2F2], C1 visera F1 et C2 visera F2.
- sil’<L, alors on trace [C1F2] et [C2F1], C1 visera F2 et C2 visera F1.

Nous avons alors programmé sur SCRATCH le bloc suivant, sachant que les rayons [C1F1] et [C2F2] sont déja
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tracés qui nous indique si la longueur des rayons issus de 2 chasseurs est minimale.

Coordonnées des 4 points C4,F4,C5,F5

ddfipie longminimale 7 x1 yl x@ y2 3 y1 xd W /

mettre bnol ] mow  de xl - X1 F xl - x2 4 yl = y2 M oyl -y 4 mow de X3 - wd P O3 - xd 4 y3 - oyl -

mettrg bncd ] o de ol =l % xl = omd 4 oyl s g B oyl eyl 4 mom de 3 - a2 F A - x] 4 ¢l -ay2 B o3l

Calcul des longueurs L= C4F4 + C5F5
etl’'=C4F, + CyF4

SiL <L, onindique Long mini est Vrai
Sinon onindiqgue Long mini est Faux

3) Nous avons alors écrit I'algorithme pour minimiser la longueur totale des rayons reliant les 10 chasseurs
aux 10 fantémes et I'avons programmé sur SCRATCH.

On considere les rayons issus de 2 chasseurs C, et Cy,. Ces 2 rayons [C,F,] et [C,F,] sont o
déja tracés (figure 3c4). Ca
—»Tant que la somme des longueurs de 2 rayons n’est pas minimale (5) : .
- o En faisant varier successivementade 1a 9, pour le 1¢" chasseur C, : Fa
Figure 3c4

» o En faisant varier successivement b de a+1 a 10, pour le 2®™ chasseur C,, :

= On calcule L = C,F,+ C,F, et L’ = C,Fy+ C,F,

SiL> L', alors la somme des longueurs des 2 rayons n’est pas minimale et on échange les
fantémes pour les 2 rayons issus de C, et C,, et on trace [C,Fp] et [CyF.]
= On passe au 28™e chasseur suivant, Cy,4, €n étudiant les rayons issus de C, et Cp+i)

o Quand on a terminé I'étude des rayons issus de C, et C1g, on refait la boucle avec pour 1° chasseur le
chasseur suivant C,,4. =

e Quand on a terminé I'étude des rayons issus de Cq et Cqq, ces transformations ont pu créer des longueurs
de 2 rayons qui ne sont plus minimales. On reprend le tout—)
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Ce qui donne sur SCRATCH :

mettre changement a i

Boucle
recommence | Pourle Boucle
tant que la premier pour!fe
longueur des | chasseur deuxieme
rayons n'est Car chasseur

avariant [Cp b

pas minimale .
de1a9 |variantde

minimiser long

a+lalo0 ajouter 3 b 9

Le bloc (page 9) qui signale sila
longueur totale des 2 rayons issus
de C, et C, est minimale en
calculant les longueurs L= CaFa +
CbFb et

L’ = CaFb + CbFa et comparant L

Si la longueur totale des 2 rayons
n’est pas minimale, un bloc pour
minimiser les longueurs en
échangeant les 2 fantomes et
tragant les rayons | CaFb] et
[CbFal].

Notre chercheuse a terminé la programmation, ou il fallait pour chaque rayon issu d’un chasseur retrouver le
fantdme qui y était associé en créant une liste de fantdmes.

d) Application de la méthode des croisements / décroisements sur un exemple

Soit la configuration suivante des 10
chasseurs et 10 fantomes avec les rayons
[C1F1], [C2F2] a [C10F10] tracés. (Figure 3d1).
Il'y a de nombreux croisements.

On commence par regarder les rayons issus
de C1 et C2.

Ils se croisent. On les décroise.

On obtient les rayons de la figure 3d2.

On regarde les rayons issus de C1 et C3, la
longueur totale des 2 rayons n’est pas
minimale, pour la minimaliser, on échange
les fantomes des 2 rayons issus de C1 et C3.

MATh.en.JEANS 2018-2019.

Figure 3d1

Figure 3d2
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On obtient les rayons de la figure 3d3.
On regarde les rayons issus de C1 et C4, ils
se croisent. On les décroise.

Figure 3d3

On obtient les rayons de la figure 3d4.

On regarde les rayons issus de C1 et C5, la
longueur totale est minimale.

Il en est de méme pour les rayons issus de
Cl et C6.

La longueur totale de rayons issus de C1 et
C7 n’est pas minimale, on la minimise C7
n’est pas minimale, on la minimise.

Figure 3d4

On obtient les rayons de la figure 3d5.

On regarde les rayons issus de C1 et C8, la
longueur totale n’est pas minimale, on la
minimise.

Figure 3d5

On obtient les rayons de la figure 3d6.

On regarde les rayons issus de C1 et C9, la
longueur totale est minimale.

La longueur totale de rayons issus de C1
et C10 n’est pas minimale, on Ila
minimise.

Figure 3d6
MATh.en.JEANS 2018-2019.
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On obtient les rayons de la figure 3d7.

On a terminé la boucle avec comme 1°¢
chasseur C1.

On passe alors a C2 comme 1° chasseur.

On regarde les rayons issus de C2 et C3, ils se
croisent.

On obtient les rayons de la figure 3d8.

On regarde les rayons issus de C2 et C4, la
longueur totale de ces deux rayons est
minimale.

Il en est de méme pour les deux rayons issus
de C2 et C5.

On regarde alors les rayons issus de C2 et C6,
ils se croisent. On les décroise.

On obtient les rayons de la figure 3d) 9.

On regarde les rayons issus de C2 et C7, la
longueur totale de ces deux rayons est
minimale.

Il en est de méme pour les deux rayons
issus de C2 et C8.

On regarde alors les rayons issus de C2 et
C9. La longueur totale des 2 rayons n’est
pas minimale, on la minimise.

On obtient les rayons de la figure 3d10.
On regarde les rayons issus de C2 et C10, ils
se croisent. On les décroise.

MATh.en.JEANS 2018-2019.
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Figure 3d8

Figure 3d9

Figure 3d10
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On obtient les rayons de la figure 3d11.

On a terminé la boucle avec C2 comme 1°¢"
chasseur.

On passe alors a C3 comme 1°" chasseur.

On commence par étudier les rayons issus
de C3 et C4.

La longueur totale des rayons issus de C3 et
C4 est minimale, de méme pour celle issu de
C3 et C5.

On regarde les rayons issus de C3 et C6, ils
se croisent. On les décroise.

On obtient les rayons de la figure 3d12.

On regarde les rayons issus de C3 et C7, la
longueur totale de ces deux rayons est
minimale.

Il en est de méme pour les deux rayons
issus de C3 et C8, puis des rayons issus de
C3 et C9 et ceux issus de C3 et C10

On passe alors a C4 comme 1°" chasseur.
On commence par étudier les rayons issus
de C4 et C5.

La longueur totale des rayons issus de C4 et
C5 n’est pas minimale. On la minimise.

On obtient les rayons de la figure 3d13.

On regarde les rayons issus de C4 et C6,
puis ceux issus de C4 et C7, puis ceux issus
de C4 et C8, ceux issus de C4 et C9 et enfin
ceux issus de C4 et C10.

A chaque fois la longueur totale des 2
rayons est minimale.

Figure 3d11

Figure 3d12

Figure 3d13

c10 cicz

" cics
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F9 c8 cicy
cics
cic10
c2c3
]
5 c2c6

o £8 B c2co

c2c10
c2 c3ce
a1
F7
F10 6
o————
o F6 F1
F2
Fa.\.
c7
c10 cic2

cic3

s cica
F9 s cicT

cics

cic10

C2C3
C2C6

F5
ca F8 F3 C2C9
cz2c1o
.\CZ C3C6
1
.\ i

F10 6
w@g—FFF—

Fé F1
F4\

F2
C7

c

10 cic2

c1c3

e cic4

£ & cict

cics

cic1o

C2C3

c3

Fs c2C6

weg— e £ c2co

c2c1o

2 c3ce

a c4c5

F7
F10 ﬂe

v@p—-=e

F6 F1

m'\.

c7

Puis les longueurs totales de 2 rayons sont minimales en prenant successivement C6, C7, C8 et C9 comme 1°

chasseur.

On a terminé une boucle avec comme 1¢" chasseur Ca en faisant varier a successivement de 1 a 9.
On voit qu’il n’y a plus de croisement les 10 chasseurs pourraient tirer maintenant. Mais I'ordinateur ne le voit
pas. Il reste des longueurs de 2 rayons qui ne sont pas minimales créées par des décroisements, on recommence

le tout.

On reprend C1 comme 1°" chasseur. La longueur totale des rayons issus de C1 et C2 n’est pas minimale. On la

minimise.

MATh.en.JEANS 2018-2019.
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c10 c1cCz2

CcicC3

C5,
On obtient les rayons de la figure 3d14. / @ cier
c1Cs

Il n’y a plus de longueurs de 2 rayons avec C1 c1c1o
comme 1°" chasseur a minimiser. a2
On passe a C2 comme 1¢ chasseur.

Il n’y a que la longueur des rayons issus de C2

F5
Cd.r‘—Jﬁr. F3
/ €2 C3C6
et C9 a minimiser. : / cacs
7 c1c2
F10
o=

F6 F1

c2c9
c2c10

F2
Fdx
Figure 3d14 <]

c10 cicz

C1C3

. X & cicd

On obtient les rayons de la figure 3d15. o & cicy

L'ordinateur termine la boucle et vérifie que Cicao

toutes les longueurs totales de rayons issus s a 3

L. Cc2C6

de 2 chasseurs sont minimales. we— e c2c0
On a la configuration ou la longueur totale

F1

F3
c2 C3C6
de tous les rayons est minimale. a cacs
Les 10 chasseurs peuvent alors tirer sur les 10 o 7 ./ocsg;gg
fantémes sans inquiétude. Cg/ 1
a8

Figure 3d15 o

Conclusion
Pour éradiquer tous les fantdmes sans croiser les rayons, nous vous avons montré tout d’abord une méthode qui
ne fonctionne pas.
Puis deux méthodes qui fonctionnent quelque soit la position des chasseurs et des fantémes dans le plan :

- la méthode des partages

- la méthode des croisements / décroisements
En conséquence, lorsqu’il n’y a jamais 3 personnages alignés, il sera toujours possible d’éradiquer tous les
fantdmes sans que les rayons a protons ne se croisent avec I'une ou l'autre de nos deux méthodes
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Notes d’édition

(1) S’il n’y a qu’un personnage au niveau le plus bas on peut prendre la droite horizontale passant par lui,
comme sur la figure. Mais il peut aussi y avoir deux personnages au niveau le plus bas ; dans ce cas on trouve
une droite (d) passant par celui des deux le plus a gauche et laissant tous les autres personnages au-dessus en
faisant pivoter légerement I’horizontale passant par les deux personnages dans le sens des aiguilles d’une
montre.

(2) On suppose d’abord ici que le personnage autour duquel la droite (d) pivote est un chasseur. Le cas ou c’est
un fantdme est traité dans la suite de la démonstration.

(3) En suivant scrupuleusement I'algorithme, le fantéme F6 sera visé par le chasseur C5 et le fantéme F9 sera
visé par le chasseur C10. La solution donnée et la figure 2C2 ne correspondent donc pas completement a celles
gu’on obtient en appliquant I'algorithme.

(4) “La longueur totale des rayons sera minimale” ne signifie pas ici qu’elle sera la plus petite possible, mais
seulement qu’on ne peut pas la diminuer par le décroisement de deux rayons.

(5) Il faut ajouter qu’au départ de I'algorithme, on relie chaque chasseur C, au fantome F, (les personnages
étant numérotés), sans se soucier des croisements.

Pour la condition “tant que la somme des longueurs de 2 rayons n’est pas minimale”, on a dans le programme
Scratch une variable changement mise a 1 au départ, mise a 0 a chaque passage au début de la boucle sur le 1°
chasseur puis augmentée de 1 a chaque paire de rayons dont la somme des longueurs est non minimale. Le
programme est arrété lorsque changement=0 donc bien s’il n’existe plus deux rayons dont la somme des
longueurs n’est pas minimale.
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