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I) Présentation du sujet  
 

Il y a deux joueurs : Titus et Pollux. 

Titus trace des traits de longueur 1 sur le plan. Il doit réussir à fermer une aire ne contenant aucun 
point. 

 A chaque fois que Titus trace un trait, Pollux ajoute un point, dans le but d’empêcher Titus 
d’arriver à ses fins. 
 
Remarque : Titus ne peut pas tracer ses traits sur les points de Pollux, et Pollux ne peut pas placer ses 
points sur les traits de Titus. 
 

II) Plan et annonce des conjectures et résultats obtenus  
 

1. Les stratégies de Titus 
a. Les triangles 

 

i. La stratégie la plus rapide 
 

La stratégie utilisant le moins de coups permet d’obtenir un demi triangle équilatéral d’aire 
√3

8
  

 
ii. Le triangle équilatéral 

 

Titus peut toujours fermer un triangle équilatéral de coté 1 

 
b. Les quadrilatères 

 

Titus peut fermer un quadrilatère d’aire tendant vers une 
1

2
 d’unité d’aire 

 
2. Les stratégies de Pollux 

 

a. La grille carrée 
 

Dans une grille carrée, Pollux peut toujours empêcher Titus de fermer une aire sans point.  
 

b. La grille hexagonale  
 

Dans une grille hexagonale, Pollux peut toujours empêcher Titus de fermer une aire sans point. 
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III) Démonstrations 
 
1. Les stratégies de Titus 
 

2.a. Les triangles  
 

2.a.i. La stratégie la plus rapide 
 

Titus place un premier trait.  

Pollux place un point à côté du trait au niveau du milieu de ce trait. 
 
 
Remarque : Peu importe le côté du trait où Pollux place son point, par symétrie, cela revient au 
même. 
 
Titus place son trait de sorte que ce dernier soit sur la médiatrice du premier 
segment, du côté opposé à celui où se trouve le point déjà placé. 
 
Pollux place son point d’un côté ou de l’autre du deuxième trait, 
 ce qui revient au même par symétrie. 
 
Titus va pouvoir fermer un triangle rectangle correspondant à un demi-
triangle équilatéral de côté 1 
 
Conclusion : La stratégie utilisant le moins de coups permet d’obtenir un 

demi triangle équilatéral d’aire 
√3

8
  

 
 

2.a.ii. Le triangle équilatéral 
 

Après avoir réussi à fermer en 3 coups un demi-triangle équilatéral, nous avons trouvé une 
stratégie pour fermer un triangle équilatéral de côté 1. 
 
Titus trace un trait et Pollux place son point au-dessus du trait.  
Remarque : S’il le place en dessous, par symétrie cela revient au même. 

 
Titus trace un trait à une longueur 1 de son trait précédent. 
Pollux peut jouer dans 3 aires différentes, symbolisées par les aires orange. On va expliquer 
comment dans les 3 cas, Titus réussit à fermer un triangle équilatéral. 

  
                    
  
   
 
 
 
 

 
 

 
Cas n°1        Cas n°2               Cas n°3  
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 Cas n°1 : 

Titus joue à 60° de son trait précédent. 

Pollux est alors contraint de jouer dans le domaine du plan 
délimité par les 2 derniers traits tracés pour empêcher Titus  

de fermer un triangle équilatéral. 
 
 
Titus applique 3 fois cette stratégie  
  
 
 
Titus réitère la stratégie, créant ainsi 2 possibilités 
de former  
un triangle équilatéral au coup suivant.  
 
Pollux ne peut pas bloquer les 2. 
 
Titus ferme donc un triangle équilatéral de côté 1. 
 
  
Cas n°2 : 

Titus applique la stratégie du cas n°1 deux fois de suite. 
  
   
Titus réutilise cette stratégie comme montré sur la figure ci-
contre, créant ainsi 2 possibilités de former un triangle 
équilatéral au coup suivant.  
Pollux ne peut pas bloquer les 2. 
 
 
Titus ferme donc un triangle équilatéral de côté 1 
  
 
 
 Cas n°3 : 
 
 Titus trace un trait entre ses 2 précédents traits. 
Pollux joue au-dessus de ce trait. 
Remarque : S’il joue en dessous, par symétrie cela revient au même  

  
 
Titus applique toujours la même stratégie pour obtenir la 
configuration ci-contre.     

  
 

Titus crée ainsi 2 possibilités de former un triangle 
équilatéral au coup suivant.  
Pollux ne peut pas bloquer les 2. 
 
Titus ferme donc un triangle équilatéral de côté 1 
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2.b. Les quadrilatères 
 

Après nous être penchés sur les triangles, nous nous sommes intéressés aux quadrilatères. 
Nous avons donc cherché à fermer un quadrilatère en obtenant l'aire la plus grande possible. 
 
Notre premier quadrilatère : 
Le début de la partie est identique à celui de la stratégie la plus rapide pour 
obtenir un triangle.  
 
 
 
Titus place son troisième trait perpendiculairement au second de sorte que  
les deux segments aient le même milieu (ou du moins au plus près).  
 
 
 
 
Pollux a alors deux possibilités : soit il joue en dessous du dernier trait joué soit il joue au-dessus. 

 
 
 
 

 
 
 
 
 

 
Si Pollux joue en dessous alors Titus peut directement fermer un quadrilatère 
d'une aire tendant vers un quart. 

 
 
 
 
 
Si Pollux joue au-dessus, Titus place alors son quatrième trait comme 
montré sur la figure ci-contre. 
 
 
 
 
Pollux joue alors au-dessus de ce quatrième trait à droite ou à gauche  
(ici encore du fait de la symétrie, le côté n’a pas d’importance.) 

 
 
 
 

 
Titus peut alors fermer un quadrilatère d’aire tendant vers un quart. 
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Stratégie du quadrilatère “limite”. 
 
Nous avons ensuite cherché à obtenir un quadrilatère d’aire supérieure à un quart en adoptant la 
méthode ci-dessous.  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Si Titus place toujours son trait vertical à l’extrémité du dernier trait horizontal, Pollux pourra 
toujours le bloquer. Nous avons donc imaginé une autre stratégie qui consiste à décaler le trait 
vertical vers la gauche d’une petite longueur à chaque fois. 

 

Montrons alors que Titus peut obtenir un rectangle d’aire (𝑛 − 1)/2𝑛 en 2n coups, pour tout 
entier naturel n non nul : 

 

Titus planifie à l’avance la position de ses n prochains traits, sans se soucier de ce que fait Pollux. 
On note 𝐴 l’aire ainsi obtenue. 

Ceci est réalisable, car si Pollux place un point sur un de ses futurs traits, alors Titus décalera son 
trait d’une distance ou d’un angle infiniment petit, ce qui lui permettra d’obtenir un quadrilatère 
d’aire égale à 𝐴 − 𝜀 u.a. 

Par ailleurs, pour éviter des distinctions de cas qui sont en fait similaires à l’ordre près des étapes, 
on suppose que Titus trace ses n traits avant que Pollux place ses n points. 

Titus trace un trait 𝑡, et Pollux place un point dans le plan.  

On note O le milieu du segment tracé et on note (d) la droite graduée portée par la médiatrice de 
ce segment, d’origine O et d’unité la longueur d’un trait. 

On note 𝐴𝑖, pour 𝑖 variant de 1 à 𝑛 − 1, les points de (d) d’abscisses 𝑖 . 

On note 𝐵𝑖 , pour 𝑖 variant de 1 à 𝑛 − 1, les points de (d) d’abscisses 
𝑛−𝑖

𝑛
+ 𝑖 − 1 

Titus trace : 

●  les  𝑛 − 1 segments [𝑂𝐴1],[𝐴1𝐴2]……..[𝐴𝑛−2𝐴𝑛−1] 

● 𝑛 − 1 segments de milieux 𝐵𝑖 dont la médiatrice est (d) 

● Le segment de milieu 𝐴𝑛−1 dont la médiatrice est (d) 
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En plaçant ces 2𝑛 − 1 traits, Titus crée 2𝑛 rectangles d’aire égale à 
𝑛−1

2𝑛
  qu’il peut fermer en un 

seul trait. 

En effet, chaque rectangle a pour côté 
1

2
 et 

𝑛−1

𝑛
  car pour tout 𝑖 variant de 1 à 𝑛 − 2, la longueur 

𝐵𝑖𝐵𝑖+1 est : 
 

𝐵𝑖𝐵𝑖+1 =
𝑛 − (𝑖 + 1)

𝑛
+ (𝑖 + 1) − 1 − (

𝑛 − 𝑖

𝑛
+ 𝑖 − 1) =

𝑛 − 1

𝑛
= 𝑂𝐵1 = 𝐴𝑛−1𝐵𝑛−1 

 

Titus a joué 2𝑛 − 1 coups. Pollux place donc 2𝑛 − 1 points, il reste donc un rectangle qui ne 
contient pas de points. Titus le ferme avec son 2𝑛eme coup. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Titus a créé 2𝑛 aires égales qui peuvent être fermées par un trait (en pointillés).  

Et pour cela il a seulement utilisé 2𝑛 − 1 traits, donc pollux va placer 2𝑛 − 1 points qui vont 
bloquer au plus 2𝑛 − 1 zones.  

Il restera donc au moins une zone que Titus pourra fermer, d’aire 
𝑛−1

𝑛
×

1

2
 =

𝑛−1

2𝑛
 

De plus 

lim
𝑛→+∞

𝑛 − 1

2𝑛
=

1

2
 

 
 
D’où la conclusion :  
 

Titus peut fermer un quadrilatère d’aire tendant vers une 
1

2
 d’unité d’aire 
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2. Les stratégies de Pollux 
 

L’objectif de Pollux étant d'empêcher Titus de fermer une aire sans point, sa stratégie dépend 
entièrement du jeu de Titus. 

Dans le plan, il est difficile de prévoir ce jeu, nous décidons de chercher des stratégies quand Titus 
est contraint à jouer sur les traits d’une grille régulière.  

Nous travaillons seulement sur des grilles carrées et hexagonales car nous savons que Titus peut 
toujours former un triangle équilatéral comme montré en 2.a.ii. 
 

2.a. La grille carrée 
 
Stratégie : Pollux place ses points de la façon suivante: 

➛ toujours à gauche ou toujours à droite des traits verticaux. 

➛ toujours au-dessus ou toujours en dessous des traits horizontaux. 
 
Exemple : Dans le cas d’un carré simple, cela donne le résultat suivant lorsque l’on place le point 
au-dessus ou à droite du trait. 
 

 ⚫    ⚫    ⚫    ⚫    

      ⚫   ⚫ ⚫   ⚫ ⚫   

                 

 
On observe donc qu’il y a dans ce cas au moins 1 point à l’intérieur de l’aire fermée, et Pollux a 
donc atteint son but. 
 

Justification : Pour former une aire il faut toujours au moins un trait vertical à gauche et un trait 
horizontal en bas. Il y aura donc forcément au moins deux points à l’intérieur de l’aire fermée. 

Nous pouvons aussi nous imaginer qu’un de ces traits ferme l’aire. Dans ce cas-là, Pollux n’aura 
pas la possibilité de mettre son dernier point à l’intérieur, mais il y aura dans tous les cas au moins 
un point à l’intérieur de l’aire et Pollux aura donc gagné.  
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Illustration du cas général de la stratégie de Pollux dans une grille carrée.  
 
 

2.b. La grille hexagonale 
 

Pour la grille hexagonale, Pollux suit exactement la même stratégie que pour la grille carrée. Il 
choisit au début où il va se placer par rapport aux traits, et peut donc toujours bloquer les 
tentatives de Titus de fermer une aire quelconque.  
  
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

IV) Conclusion 
 

 L’essentiel de notre travail a donc porté sur les stratégies de Titus.  

Nous avons vu qu’il pouvait fermer un quadrilatère d’aire tendant vers 
1

2
 d’unité d’aire. Il faudrait 

maintenant déterminer s’il peut fermer un quadrilatère d’aire plus grande. 
Nous avions aussi tenté d’étudier la possibilité de fermer un autre type de polygone, mais nous 
n’avons pas eu le temps d’aboutir. 
Une autre piste que nous avons explorée est la possibilité pour Titus de disposer d’un ou plusieurs 
coups d’avance par rapport à Pollux. Cette possibilité lui permet-elle d’élaborer une stratégie 
aboutissant à la fermeture d’une aire plus grande que celles déjà obtenues ? 
Là encore, nous n’avons pas eu le temps d’aboutir. 
 
Concernant les stratégies de Pollux, nous avons trouvé une stratégie lorsque le plan est recouvert 
d’un maillage, mais comment exploiter ces résultats pour revenir au cas général d’un plan 
« vierge » ?  
 
 

 

Notes d’édition 
 

Aucune : Très bon article, les dessins illustrent bien le texte. 


