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Présentation du sujet

Tout triangle possede-t-il une trajectoire périodique ?
Ce probleme ouvert repose sur I'existence d’une propriété importante des triangles, a savoir s’ils possédent tous
une trajectoire se répétant éternellement.

Résultats obtenus :

La démonstration de Fagnano est ici expliquée et démontrée mais ne provient pas de mon propre travail.

Deux méthodes personnelles sont ensuite présentées.

Une premiére méthode porte sur les triangles ayant un rapport entier naturel d’angle.

Une deuxieme méthode poursuit la méthode de Fagnano et permet donc de trouver d’autres triangles
possédant une trajectoire périodique.

Remarque : certains résultats des démonstrations n’ont pas encore été trouvés sous leur forme concréte, c’est-
a-dire quantifier le nombre de triangles périodiques qu’une démonstration permet de trouver. Mais cette
guantification est en cours de recherche.
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l. Introduction

A. Initiation aux trajectoires périodiques

Qu’est-ce qu’une trajectoire périodique?

C’est une trajectoire qui se répete. C’est a dire qui a un rebond quelconque arrive au méme point avec le méme
angle d’incidence qu’un de ses rebonds précédents. Pour cela, il faut que la trajectoire rebondisse entre
minimum deux segments. Un rebond se fait selon le principe de réflexion de Descartes(1).

B. Probleme de Katok

Définition: un triangle périodique est un triangle dans lequel il existe au moins une trajectoire périodique.

Katok a ainsi posé la question: « Existe-t-il dans tout triangle une trajectoire périodique ? ». Autrement dit, tous
les triangles sont-ils périodiques ?

Le probleme de Katok est un probleme ouvert, c’est-a-dire qu’il n’est pas résolu a ce jour. Néanmoins, nous allons
essayer de déterminer quelques ensembles importants de triangles périodiques.

C. Présentation de I’espace de recherche

On sait qu’un triangle est défini par seulement deux de ses angles et par la longueur de ses cotés. Or, on
admettra que la taille du triangle n’influe pas sur la forme de la trajectoire périodique. Par conséquent, il reste
seulement deux parametres pouvant influencer la forme de la trajectoire: deux des trois angles du triangle.

Dans tout triangle, il existe un couple d’angle du triangle (x ; y) ol x et y sont les deux plus petits angles du
triangle. Ici, on cherche donc a déterminer les différents couples possibles (x ; y) et on les représentera dans un
graphique.
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Soit un triangle d’angle (a ; v ; B). Ce qui est important de prendre en compte, c’est qu’en choisissant deux de des
trois angles du triangle, tout triangle défini par le couple d’angle (v ; B) et le méme que celui défini par (y; a) ou
par (B; a). Or la somme des angles d’un triangle vaut 180°, ainsi, a=180- y —B, on peut donc écrire :

(v;B)=(v;180-y-B)=(B;180-y-B).

De plus, comme le triangle définit par le couple d’angle (y ; B) et le méme que celui défini par (B ; y) car ils sont
donc symétriques, on en déduit que tout couple de solutions (y ; B) équivaut a dire que le couple (y ;B) est aussi
solution.

En conclusion, les triangles définis par les couples (v ; B)=(B; v)=( v ; 180-y -B)=(180-y —B ; v)=(B ; 180-y—B)=(180-
vy —B ; B) sont donc identiques.

Ainsi, on définit dans un repere un e@space de recherche de triangle représenté par le triangle jaune ABC en
jaune sur un graphique défini par I'aire d’inéquations :

Y=>x

Y<(180-x )/2

x>0

On peut calculer cette aire A appelée aire de recherche :

A=90*60/2=2700
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Il. Méthode de Fagnano

La démonstration du mathématicien italien Fagnano (1682-1766) permet de montrer qu’il existe une trajectoire
périodique dans tout triangle dont les angles sont strictement inférieurs a 90°.

A. Premiere démonstration

Démonstration des angles inscrits (wikipedia):

La démonstration de ce théoréme se fait en deux étapes.
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e Dans un premier temps (figure ci-dessus a gauche) on démontre que si [MD] est un diamétre alors on a:
2AMD = AOD.
En effet, on a: AOD = 1R80° — AOM et comme le triangle AOM est isocele de sommet O, on sait que :

180° — AOM = 2AMD Dot I'égalité.

e Dans l'autre temps on remarque que, quelles que soient les positions de A et B l'angle AMB est 1a
somme (figure du centre) ou la différence (figure de droite) des angles AM Det DMB et qu'il en
sera de méme pour l'angle AOE, somme ou la différence des angles AOD et DOB.
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B. Démonstration de Fagnano

e Soit un triangle ABC dont tous les angles sont inférieurs a 90°.

e On trace les 3 hauteurs du triangle ABC ayant pour pied D, E et F.

e Le triangle DEF est alors le triangle orthique (triangle ayant pour sommet le pied
des trois hauteurs).
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e Théoreme :
Dans un triangle rectangle, le cercle circonscrit a pour diametre 1’hypoténuse.

e Application du théoreme :

Les triangles BEH et BFH sont rectangles en E et F donc les points B, E, F et H appartiennent au cercle
de diamétre BH.
Par conséquent, d’apres le théoréme des angles inscrits, HBE=HFE et EHB=EFB.

Les triangles FCH et DCH sont rectangles en F et en D donc les points C, D F et H appartiennent au
cercle Q.
Par conséquent, d’apres le théoreme de angles inscrits, DHC=DFC.

Puisque DHC=EHB par croisement des deux hauteurs h et g, et que EHB=EFB, on a DHC=EFB. Or,
DHC=DFC donc EFB=DFC. On en déduit que les trajectoires FD et FE sont symétriques par rapport a
la droite (FH), perpendiculaire a BC, ce sont donc des réflexions sur BC.

En suivant le méme principe, on démontre que ED et EF sont des réflexions et que DE et DF sont des
réflexions. Or ces trajectoires sont reliées puisqu’elles ont pour extrémité un méme point, donc le
triangle orthique EDF du triangle ABC est une trajectoire périodique.

Sachant tout triangle dont les angles sont inférieur a 90° possede un triangle orthique, la démonstration
fonctionne pour tout triangle ayant des angles aigues.
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C. Aire des solutions de Fagnano

Lensemble des triangles de Fagnano est ici représenté par un triangle rouge dans le repére. On a donc un apercu
de I'étendue des solutions de Fagnano par rapport a 'étendue des triangles possibles si 'on compare l'aire F en
rouge dans l'espace de recherche jaune avec cet espace de recherche.

On peut calculer I'aire F des solutions de Fagnano :

F=A-45*45=2700-2025=675

F/A=0.25
La méthode de Fagnano permet donc de démontrer qu’un quart des triangles sont périodiques.
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D. Solution de Schwartz

Le mathématicien américain et professeur a Brown Richard Schwartz, montre que tout triangle dont les angles
sont inférieurs a 100° posséde une trajectoire périodique. On peut aussi représenter ces solutions en bleu ciel
dans I'espace de recherche en jaune pour avoir un apercu de I'étendu des solutions par rapports a 'ensemble des
triangles possibles qui définissent I'espace de recherche.

700 -
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40 -

jI:ID .
10°- .

ro— ¥
I‘:!/IJ‘:' 1o i 30e 40° s0e a0®

Solution de Schwartz

Calculons I'aire S des solutions de Schwartz :

S=T+R

En fait, S correspond a l'aire des nouvelles solutions apporté par Schwartz et I'on ne prend pas en compte l'aire
des solutions qui a déja était démontré par Fagnano.

T=10%5/2=25 et R=L*|=v402 + 402*/25 + 25=400

Soit $=425
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lll. Méthode du rapport

A. Introduction :

Nous allons maintenant aborder une méthode différente qui permet de montrer qu’il existe une trajectoire
périodique a deux angles droits par périodes dans des triangles dont deux de ses angles B et y vérifient la
relation B = ky ou k appartient a N dans un premier temps.

Nous allons pour cela définir le triangle dans lequel nous allons étudier la méthode:

Soit un triangle quelconque ABC composé de trois angles a, B et y, et de trois cotés a entre B ety, b entre a et y,
et centre a et B.

On note I, I'angle du rayon incident arrivant sur un coté au k-ieme rebond.

Définition de termes :

Rebond : un rebond est une réflexion, on considérera que le point initial d'ou part la trajectoire n’est pas un
rebond et que le point d’arrivé de la trajectoire est un rebond.

A a=11292°
l

B, C

B =44.89° y =22.19°
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B. Théoreme de base : relation des angles d’incidence

Soit un angle vy, si une trajectoire commence avec un angle |y a l'un des c6tés de l'angle puis rebondi
alternativement entre les deux cotés d’un angle n fois, alors
I, =lp-ny pour neN* pour |, 1>y soit l;— (n-1)y>y et soit n< Iy/y

Démonstration par récurrence :

Soit A, la propriété I,= lg-ny et |,.1= lo-(n+1) y pour n appartient a N*
Si lp>y, I1= lg-y

Si l>y, 1= 1g-2y

Donc A; est vraie.

Montrons que si A, est vraie alors A,,; est vraie :

A, vraie signifie que |,= lg-ny et |,;1= lo-(n+1) vy

11=180-90-y=90-y si 10>y si 0>y

12=180-90-(180-2(11))
=180+180-2y
=90-2y

si 1>y

Si lhs1= lo-(n+1) y>, alors 1,,,,=180-1,-(180-2(1,+1)) =-(lo-ny) +2(lg-(n+1) y) = lo+ny-2(n+1) y=lo-(n+2) y
A,.; est vraie donc A, est démontrée par récurrence
Dans le cas ou 1;=90, la condition est donc n< 10/y
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C. Pour k pair :

Nous nous intéressons a une trajectoire qui commence perpendiculairement a a puis rebondi alternativement
sur b et sur a k fois puis arrive sur c

1. Dans le cas ou k=2 :

- yd

[2=180-90-(180-2(11)) ™. L

. .
=180+180-2y . yd

rd
=90-2y . -
si >y \\ //
INEA
vl P |
e 11=90-y

e 12=180-90-(180-2(I1)) =90-180+180-2 y=90-2 y
e 13=180- B- 12=180- B -90+2y=90

2. Généralisation :

Théoréme :

Dans un triangle B=ky ou k pair strictement positif et k< 90/y soit B< 90.

Si une trajectoire commence perpendiculairement a a puis rebondi alternativement sur b et sur a k fois puis
arrive sur c.

Alors I,,1=90 et la trajectoire sera donc périodique.

Démonstration :

Par définition, I, est I'angle formé par la trajectoire et le coté ¢ dans un triangle qui remplit les conditions de
départ.

|k+1=180'|k' [3=180-|k—kv

Or, si l,..>y soit 90 — (k-1)y>y soit B< 90, alors d’aprés le théoreme 1, 1,=90-ky Or, si trajectoire va ensuite sur c, on
peut dire que l,;=180-90+ky —ky=90
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D. Pour k impair :

Nous nous intéressons maintenant a une trajectoire qui commence perpendiculairement a b puis rebondi
alternativement sur a et sur b k fois puis arrive sur c

1. Dans le cas ou k=1

2. Généralisation :

La démonstration est exactement la méme si ce n'est que la trajectoire commence perpendiculairement sur le
coté b au lieu de a, puis rebondi alternativement sur a et sur b k fois puis arrive sur c.

E. Existence de ce type de trajectoire

Ainsi, si la trajectoire respecte les hypotheses elle sera périodique. Mais existe-il une telle trajectoire dans tous
les triangles ou B = ky?

Oui car le point de départ lo peut toujours tendre vers gamma ou vers la hauteur qui passe par le coté a de
maniere a ce que la trajectoire respecte les hypothéses. En effet, on peut faire bouger le point de départ vers
gamma de telle sorte que l'on ait autant de place que l'on veut, puis on le fait déplacer vers béta, le nombre de
rebond va donc baisser deux en deux a chaque passage du rayon de b a c jusqu’a obtenir le bon nombre qui
arrivera forcément puisque I'on est soit dans un cas pair de rebonds, soit dans un cas impair.

On peut donc représenter les solutions démontrées dans l'espace de recherche:
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F. Aire des solutions de la méthode du rapport

On peut donc représenter les solutions démontrées par la méthode du rapport par des segments jaunes
dans I'espace de recherche:

L'aire en rouge correspond a la condition < 90.

On s’apercoit que l'aire de solutions de la méthode du rapport est nulle puisqu’il s’agit de segments. La méthode
des rapports permet donc de démontrer qu’une infime proportion de triangles sont périodiques.

Néanmoins, elle permet de le démontrer pour une catégorie importante de triangles : ceux ayant un rapport
entier entre eux.
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G. Démonstration pour k appartient aux rationnels : k=d/q

Théoréme : dans un triangle ol B=y*d/q si une trajectoire T part perpendiculairement et effectue d rebonds
dans y et q rebonds dans B, 'ordre étant sans importance, alors |4.q=90

1. Démonstration premieére :

On sait que 1;=90-dy

Si la trajectoire effectue q rebonds dans 3, on a

lg+q=14+aB=90-dy+qP =90-dy+qgky

Or, k=d/q donc d=gk donc l4,4=90-gky+gky= 90

Ainsi, si la trajectoire T respecte les hypothéses elle sera périodique.

2. Définition d’une conversion :

Lorsqu’une trajectoire rebondit dans un angle, ses angles d’incidence augmentent jusqu’a dépasser 90. Or, le
rayon incident I’ est toujours inférieur a 90, sa valeur devient en fait 180-1 ou | est la valeur de I'angle incident
supérieur a 90. A partir de ce moment-Ia, la trajectoire commence a sortir de I'angle, on dit gu’elle se convertit.
On sait que si une trajectoire rentre dans un angle y sans se renverser pendant n rebonds, In=lg+ny ou I, est la
valeur de I'angle d’'un rebond quelconque dans y.

Mais comment calculer la valeur de I'angle du n™®™ rebond si la trajectoire se convertit ?

Soit une trajectoire qui se convertit au d“™ rebond, ou d appartient a ]1; n[.

Alors 1,=180-lp-ny =180-I, ou |, est la valeur de I'angle non converti et |, la valeur de I'angle converti au bout du
n"“" rebond.

Démonstration :

l4=lo+dy et 14,,=180- l4-y Ensuite, la trajectoire sort de I'angle en n-d-1rebonds :

lv= lgs1+1n-g.1=180-14-y-(n-d-1) y=180-l4-dy-y-ny+dy+y=180-(ly+ny)=180- I,

3. Démonstration du théoreme en utilisant la conversion :

Soit x un entier naturel :

l4«=90-(q-x)B

lg+q-x=180- lq« -dy

l4+q=180- I« —dy+x B=180-90+ (g-x) (q/d)y-dy+x(q/d)y=90

Ainsi, toute trajectoire dont le rapport du nombre de rebonds dans gamma et béta vaut k, alors elle sera
périodique. Cela permet donc surement de faire des trajectoires périodiques dans beaucoup plus de triangle car
il y a une infinité d’ordres possibles dans lesquels peuvent se faire les rebonds.

De plus, lorsqu’une trajectoire se convertit, son nombre de rebonds dans I'angle double, on peut donc effectuer
un nombre plus important de rebonds dans un angle et I'on est donc beaucoup moins limité par la contrainte :

90 —dy>y et 90 — g > B.

Mais il est trop compliqué d’établir les conditions pour qu’une trajectoire T parte perpendiculairement et
effectue d rebonds dans y et g rebonds dans . On ne peut donc pas visualiser I'ensemble des solutions de la
méthode des rapports pour k appartenant aux rationnels.

MATh.en.JEANS 2015-2016 Lycée de Provence, Marseille
page 16



V. Méthode de lI'étoile

A. Introduction

Bien qgu’efficace, la méthode du rapport est contraignante car elle ne permet d’étudier que les cas ou la
trajectoire possede deux angles d’incidences droits.

Ainsi, il est intéressant d’étudier l'existence d’autres types de trajectoire dans les triangles par diverses
techniques afin de déterminer d’autres ensembles de triangles périodiques.

B. Définition de termes

Rayon : droite d’un segment de trajectoire
Engagement d’un rayon dans un angle d’un triangle: le rayon se coupe avec les deux segments du triangle

formant I'angle dans lequel il se dirige.
Rayon principal d’une trajectoire dans un triangle : rayon dont le rayon précédant ou succédant n’est pas engagé

dans le méme angle que celui dans lequel est ce rayon.
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C. Union de trajectoires

Une technique efficace est celle de l'union de trajectoire. En fait, toute trajectoire périodique peut étre
décomposée en plusieurs trajectoires qui sont alors unies.
Par exemple, les deux trajectoires rose et rouge sont dites « unies » car si on les poursuit des deux cotés ici en
noir, on s’apercoit qu’ils font partie de la méme trajectoire.

En fait, si I'on montre que dans un triangle, on peut avoir deux trajectoires qui s'unissent a deux reprises, alors on
montre que cette trajectoire est périodique.
Peut-on avoir dans tout triangle deux trajectoires qui s'unissent a deux reprises ?

Etudions tout d’abord les conditions suffisantes pour que deux segments de trajectoire s et s’ d’angle d’incidence
| et A arrivant dans un angle gamma s’unissent et forment une seule trajectoire. Aussi, on pose que les deux
points d’incidence ne sont pas sur la méme borne de I'angle.
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1. lere condition nécessaire

Il existe n impair positif tel que A=180-n*y -

Démonstration : on sait que quand l'angle se convertit en n rebonds, I'angle d’incidence du nieme rebond
An=180-A-n*y. Si la trajectoire issue d’un rayon s’unit avec |'autre, alors un angle d’incidence de cette trajectoire
doit étre égal a I'angle d’incidence de ce dernier (cohérence angulaire). On cherche An=I0 équivaut a A=180-n*y -
l.

Remarque : n est impair pour que le point d’incidence de An soit sur la méme borne que celui de I.

2. 2eme condition nécessaire

Supposons que les deux segments s et s’ s’unissent dans I'angle gamma comme sur le dessin ci-dessous.
Ainsi, le point d’intersection des deux segments s et s’ doit se situer sur la droite A appelée « droite

d’intersection » qui est bissectrice de I'angle d’intersection R formé par les deux segments, passant par le
+I-A

sommet de I'angle gamma et d’écart angulaire Y par rapport a la borne de gamma.

2

Démonstration par récurrence :
Partons de l'origine de la trajectoire, c’est-a-dire la ou se croisent les premiers rayons
Montrons tout d’abord que la droite A est la bissectrice de I'angle R :

R’=A-y+c=180-1-2 y+c et R"”=I- A soit R’-R"’=2(A+ A)-180
Aussi, R'=2A-b et R”=b+180-2(A+ y) soit R’-R”’=180+2(2A+y-b)
Or b=180-1- A =A+y- A soit R’-R""=180+2(A+ A)
Ainsi, 180+2(A+ A)= 2(A+ A)-180 soit A+A =90 soit R’-R"’=360°=0° donc R'=R”’
On peut donc calculer I'angle A
A=180 —n—1g041=1AFIZY _y+IZA
B 2 B 2 2
Ensuite, on peut démontrer par récurrence que pour une quelconque intersection des segments de la trajectoire,
si ces segments s’unissent, le théoréme est vérifié :
SiA= YH_A, soit O et E les angles incident des rayons précédents ol O est en bas et E en haut.
On a O=A-y et E=l-y
Soit y+(2)—E _ y+A—;/ —I+y=y—;+A _ y+I—A2—21+2A —A—1+A.
Or, si l'on trace la symétrie de la droite jaune par rapport a la bissectrice de gamma, on a K=y- 2A = A — I soit

= A+K.
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+0-E

La valeur ¥ correspond donc a I'écart angulaire de la droite A\’ bissectrice de I'ange d’intersection des rayons

E et O, comme on peut le calculer a partir du dessin.

3. Conditions suffisantes

Ainsi, nous sommes en présence de deux conditions nécessaires, mais nous recherchons une condition
suffisante.

Or, deux rayons dans un angle sont seulement caractérisés par

leur angle d’incidence par rapport a I'angle gamma dans lequel ils sont

La position relative des deux rayons

Avec la condition 1, nous avons caractérisé les angles d’incidence et avec la condition 2 nous avons caractérisé
I'emplacement relatif des deux rayons. Par conséquent, aucune autre condition n’existe pour unir les deux
rayons, les deux conditions sont donc nécessaires et suffisantes.

4. Théoreme des trajectoires unies

Toute trajectoire périodique sans angle droit peut étre décomposé en deux trajectoires différentes et unies.
Par conséquent, on peut énoncer le théoreme :

Dans un triangle, il existe une trajectoire périodique sans angles droits si et seulement si il existe deux
trajectoires T1 et T2 qui se coupent dans un triangle par deux paires de rayons non confondus tel que chaque
paire de rayons vérifie :

Il existe n impair positif tel que A=180-n*y —I ou A et | sont les angles d’incidence des deux rayons sur les deux
bornes d’un angle y du triangle.

Le point d’intersection de la paire de rayon est sur la droite lambda d’angle A = Y+;_A par rapport au segment sur
lequel est I'angle | et passant par le sommet issu de y.
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D. Application du théoréeme

Si I'on trace une trajectoire qui rebondi sur c et b puis une trajectoire qui rebondit sur a. On peut se demander si
ces deux trajectoires s’uniront dans les deux angles du triangle, et par conséquent former une trajectoire
périodique. Si ses deux trajectoires s’unissent, elles forment alors une unique trajectoire périodique dont les
rayons principaux, au nombre de 5, forment une étoile.
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1. Relation géométrique

On s’apercgoit que la méthode de I'étoile est en fait une suite de la méthode de Fagnano. Mais si I'étoile
n’apparait pas, c’est que les 5 rayons principaux de la trajectoire périodique de Fagnano sont confondus en 3
rayons et constituent I'ensemble de la trajectoire périodique.

Or, la méthode de Fagnano est démontrable géométriquement et I'on peut retrouver la trajectoire périodique
avec des outils simples : une regle. Il est donc probable que la méthode de I'étoile en soit de méme.

De plus, cela permettra de mieux comprendre la méthode de |'étoile et donc de mieux la manipuler et
développer.

2. Construction de la trajectoire périodique

-

e Soit un triangle ABC formé par les angles beta et gamma dont a est le plus grand cote.

e Tragons le cercle Q de centre le milieu du segment a et de diamétre a.

e Tragons les droites verte et bleu (lambda) passant respectivement par B et C et d’écart angulaire y*(n-
1)/2 et B*(g-1)/2 vers le segment a par rapport aux hauteurs issues de B pour I'une et C pour I'autre.

e Ensuite, on note E et D les points d’intersection de ces deux droites avec le cercle Q.

e Enfin, relions les point E et D et choisissons de relier le point E puis D a un point F tel que F soit le pied de
la hauteur du triangle BHC issue de H.

e Ainsi, Si ces trois droites ont une intersection avec le triangle, alors ces droites font partie de la
trajectoire périodique en étoile du triangle.

3. Démonstration

Les triangles BEH et BFH sont rectangles en E et F donc les points B, E, F et H appartiennent au cercle d de
diamétre BH.
Par conséquent, d’aprées le théoréme des angles inscrit, HBE=HFE et EHB=EFB.

Les triangles FCH et DCH sont rectangles en F et en D donc les points C, D F et H appartiennent au cercle e de
diamétre CH.
Par conséquent, d’aprées le théoréme de angles inscrits, DHC=DFC.

Puisque DHC=EHB par croisement des deux hauteurs h et g, et que EHB=EFB, on a DHC=EFB. Or, DHC=DFC donc
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EFB=DFC. On en déduit que les rayons FD et FE sont symétriques par rapport a la droite (FH), perpendiculaire a
BC, ce sont donc des réflexions sur le segment a, coté du triangle.

En suivant le méme principe, comme les points EBDC appartiennent a oméga, d'aprés le théoreme des angles
inscrits, on a EDB=ECB.

D’autre part, les points C, D F et H appartiennent au cercle e de diamétre CH. Par conséquent d’apres le
théoreme des angles inscrits, HCF=HDF or HDF=BDF et HCF=ECB=EDB.

On a donc EDB=BDF, la droite verte est la bissectrice de EDF.

De méme, comme les points EBDC appartiennent a oméga, d’apres le théoréme des angles inscrits, on a
DEC=DBC.

Aussi les points EABF appartiennent au cercle vert de diametre HB. Par conséquent d’aprés le théoreme des
angles inscrits, HBF=HEF or HEF=CEF et HBF=DBC=CED.

On a donc DBC=BDF, la droite bleu est la bissectrice de DEF.

Ainsi, la valeur des angles HBF et HCF n’a pas d’importance. La droite bleu la droite verte seront toujours
bissectrices.

Cependant, on peut choisir de prendre pour valeur angulaire respective de HBF et HCF :

g0 _Y*r(+1) _Bx(@+1)

£90
€ 2

Voyons quelles en sont les conséquences :

4, Rapport des bissectrices avec les hauteurs

yx(n+1) _ yx(n-1)
2

On a FBP=FBH+HBP=90- y soit HBP= FBP-FBH=90- y-90 +
y+(n-1) B+(g-1)
2 2

On a donc un écart angulaire de

par rapport a la hauteur issue de B, et de par rapport a celle issue de C pour la droite bleu en

suivant le méme principe.

5. Union des segments par vérification des conditions

On vérifiera seulement du coté de beta.

lere condition :
On a FBH=HEF=90 — Y*(‘;“)

Or EFB=180-(180-HEF-ECF)=180 —

et ECF=90 —

Bx(q+1)+y*(n+1)
2

Bx(q+1)
2

Aussi, DJA:lSO-HED—[B + [90 _ B*(2+1)”

_ _ yr(n+1) _ Bx@+D]| _ y*(n+1)+px(q-1)
=180 — 90 + L= [B+[90 1 ]]— :

Or, 180-q*p- DIA =180-q*p-L Py g _ BArL (il _ g

La cohérence angulaire est donc respectée.

2eme condition :

g B*(@+D+y*m+1 y*m+D+P+(q-1)

+EFB-DJA PB+18 *(n+1
P A_ 2 2 YD A GBS
2 2 2
L'écart angulaire est donc respecté, la condition est vérifiée.
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6. Conclusion

On a donc les deux conditions d’union qui sont vérifiées du coté de beta. On pourrait aussi le démontrer du coté
de gamma mais on I'admettra.

Ainsi, les segments ED et EF s’unissent dans gamma, les segments ED et FD s’unissent dans beta et EF est une
réflexion de FD, les segments EF et FD s’unissent avec le segment ED et on a donc une trajectoire périodique.

A condition que les trois segments aient une intersection avec le triangle !

E. Recherche des solutions

Nous avons donc vu qu’il existe une trajectoire périodique si trois rayons ont une intersection avec le triangle.
Quelles sont les conditions ?

On peut supposer qu’il existe une trajectoire périodique en étoile tant que les droites bleue et verte sont dans le
triangle. On a ainsi I'espace de solution représenté en orange.

NGA o

60° - ®
40° y

'lI:ID_ - \-\.

. E

I:ID/D‘; U T T T ! T
0= 20 40° a0® §0° 7i00

]
Fa ]
1

&

Suite modélisant la figure orange : Un+ 1 = #Un etU1 =90
L'aire en orange E dans I'espace de recherche : E=1282.5

Mais cette espace de solution est en partie faux car il correspond a I'ensemble des triangles pour lesquelles les
droites bleue et verte sont dans le triangle or nous avons vu que cette conditions peut étre réalisé sans pour
autant que les trois rayons aient une intersection avec le triangle, et par conséquent qu’il existe une trajectoire
périodique, comme on le voit ci-dessous.
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Pour déterminer le véritable espace de solution de la méthode de I'étoile, il faudrait déterminer les conditions
telles que : ADB>EDB.

On sait que EDB=90 —

Mais pour I'angle ADB, j'ai seulement la relation :
(n—-1)

Bx(q+1)
2

ADB + CAD =90 — Y
Et je n‘arrive pas a trouver ADB en fonction de n,q, gamma ou beta seulement.
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