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1 Introduction

Ce document a été rédigé dans le cadre de l'atelier MATh.en.JEANS de la Faculté des Sciences d’Orsay,
pour le sujet "Conduite en Douceur". Il provient du travail de Florian Da Silva, Aurélien Perdriaud, mais aussi
de Pierre Pansu, Lucas Hermier—-Gastineau, pour certaines idées importantes (résolution du probléme initial
pour Lucas, sujet et idée d’une preuve quantitative pour Pierre), avec aussi des remarques d’autres participants
a MeJ moins actifs sur le sujet. Il est aussi parfois inspiré de résultats déja connus mais le travail étant amateur
le but n’est pas de trouver des résultats nouveaux mais simplement de s’initier & une activité de recherche, la
recherche bibliographique est donc exclue bien qu’on ait parfois exploré d’autres sources.



1.1 Probléme : Conduite en douceur

Ma voiture n’aime pas les coups d’accélérateur ou les coups de freins trop brusques. Je ne dois pas lui imposer
un profil de vitesse qui a la forme d’un créneau :

Le tracé rouge, c’est mieux. C’est le graphe d’une fraction rationnelle. Peut-on trouver d’autres fractions ra-
tionnelles qui approximent encore mieux le créneau ?

¥ N

1.2 Questions
e Quelle serait une telle fonction ?
e Que signifie approximer une fonction par d’autres?

e Comment mesurer une approximation ?

Quels sous-ensembles de fractions rationnelles peuvent approximer le créneau? (Voir pour degré borné.)
e QQue se passe-t-il si on s’autorise a prendre les primitives des fractions rationnelles 7

e On veut que la conduite soit en douceur, si on borne la dérivée des fractions rationnelles, quel impact cela
a-t-il sur 'approximation de la fonction 7

2 Généralités
2.1 Prérequis

2.1.1 Continuité

Définition 1 (Continuité). Une fonction f: D — K est continue en a € Acc(D)N D siVe > 0,36 > 0,V €
Ja—0d,a+0[ f(x) €]f(a) —¢, fa) + €.

FElle est continue sur E si elle est continue en tout a € E.

Définition 2 (Continuité uniforme). Une fonction est uniformément continue sur E si Ve > 0,30 > 0,Vx,y €
Elr—yl<é = [f(z)— fly)l <e

Le théoréme suivant donne des conditions faibles qui garantissent que des fonctions continues sont en réalité
uniformément continues, ce qui est trés pratique.

Théoréme 1 (Théoréme de Heine). Soit une fonction f : R — R continue, telle que lim, ,_ f(x) =
lim, 100 f(z) =0, alors f est uniformément continue.

Démonstration. Supposons par 'absurde que f n’est pas uniformément continue. Autrement dit par négation
logique :
Je>0,¥0 > 0,3z, y e R, |z —y| <IA|f(z) — f(y)| > e

Soit alors un e respectant cette propriété. On considére la suite (d,)nen+ définie par Vn,d, = %, et on a bien
Vn,d, > 0 (et 6, < 1). Alors par définition de &, pour chaque n, il existe z,,y, € R tels que |z, — yn| < O, et
|f(an) = flyn)| > €.

Tout d’abord par le théoréme des gendarmes, lim,, ;4 |2, — yn| = 0.



Si (x,) est non-bornée, alors il existe une sous-suite (Tg(,))nen de (z,) telle que lim, o 2y;n) = F00,
sans perte de généralité disons +oo. On a aussi gy — 1 < Zgn) — dpn) < Yp(n) au vu de la condition
|Zp(n) = Yom)| < dg(n), donc on a par les gendarmes limy, 4 o0 Yg(n) = +00. Au vu de la limite en +oo de f on
adonc 0= 10— 0] =limu 400 [[(Tpm)) = f(Wen))| = limp 400 =€ > 0, contradiction !

Si (x,,) est borné, par le théoréme de Bolzano-Weierstrass |4 (voir dans 'article), il existe une sous-suite
(g(n))nosn de (xy,) telle que limy, s o Tg(,) = [ pour un certain [ € R. Vu que lim, o |2, —yn| = 0, on a
en particulier lim,,_, | (x¢(n) — y¢(n)) = 0 et donc on a en fait lim;,, o Yg(n) = [. On a alors par continuité
(z — |z| est une fonction continue) 0 = [f(I) — f(I)| = limy—syoo | f(Tpm)) — fWom))| = limy s i00e =€ >0,
contradiction ! O

Corollaire 1. Si une fonction f : R — R est continue sur un intervalle fermé, alors elle est uniformément
continue.

Démonstration. Si Uintervalle est [a,d], il est aisé de prolonger f : [a,b] € R en une fonction g : R — R
(i.e on doit avoir Va € [a,b], f(z) = g(x), lim,_o- g(x) = f(a), lim,_,+ = f()) telle que lim,, - g(z) =
lim, 1 oo g(z) = 0. 11 suffit juste de lui accoller des fonctions du type ﬁ bien définies sur leurs intervalles et
prenant les valeurs f(a) et f(b) au bon endroit.

On a alors g uniformément continue par le lemme ci-dessus, et alors Ve > 0,35 > 0,Vz,y e R, |z —y| < § =
lg(z) — g(y)| < €. En particulier si on a ¢ > 0 et z,y € [a,b], vu que x,y sont aussi dans R par inclusion, on
alr—yl <o = |g(x) —g(y)| < e, et vu que pour z,y € [a,b] on a g(z) = f(x) et g(y) = f(y) on a plus
précisément |z —y| <§ = |f(z) — f(y)| < . Cela montre que f est bien uniformément continue. O

2.1.2 Convergence de fonctions

La convergence de fonctions peut étre vue selon deux modes.

Définition 3 (Convergence simple). On dit qu’une suite de fonctions (fn)nen qui vont de D dans K converge
simplement vers une fonction f : D — K quand Yo € D,Ve > 0,3N € N,Vn > N, |f.(z) — f(x)] < €, ou
autrement dit quand lim,,_,~ fr(z) = f(x).

Définition 4 (Convergence uniforme). On dit qu’une suite de fonctions (fn)nen qui vont de D dans K converge
uniformément vers une fonction f: D — K quand Ve > 0,IN € N,Vn > N,Vz € D,|f (z) — f(z)| <e

La convergence uniforme est différente de la convergence simple. La convergence simple consiste & dire
qu’une suite de fonctions "tend" vers une autre fonction si ¢a tend en chaque point de la fonction. Tandis que la
convergence uniforme demande que ¢a converge partout "a la méme vitesse". Par exemple, la suite de fonctions
folz) = e—(@—n)® converge simplement vers la fonction x — 0, car lim, . e~@=1)* — 0 mais elle ne converge
pas vuniformément vers x — 0 car f,(n) = (=) = 1, vu qu’il y aura toujours sensiblement au dessus de 0.

2.1.3 Intégrabilité

Une subdivision s d’un intervalle [a, b] est une suite (xg, 1, Z2, ..., ) telle que a = g < 1 < ... < 2, = b,
son pas p est définie comme maxx, — xx_1: 1 < k < mn, c’est & dire la distance maximale entre deux éléments
consécutifs de la suite. En prenant la suite (appelée "marquage") m de n nombres (t1,ta, ..., t,) avec t; compris
entre xy et xx41 & partir d’'une subdivision, on peut considérer la quantité

n—1

Ay = Z($k+1 — ) f(t:)

k=0

On dit que f est intégrable sur [a,d] si toute suite (s,) de subdvisions dont le pas tend vers 0 (et toute suite
de marquage (m,,)), fait tendre A, ,,, vers une méme limite finie. La limite en question est définie comme

Iintégrale de f, et est notée
b
/ ft)de

De fagon plus intuitive, si on trace la courbe d’une fonction positive f sur un plan, et qu’on regarde la courbe
sur un intervalle [a, b], I'aire comprise entre le segment [a,b] de 'axe des abscisses et la courbe au dessus va
étre U'intégrale de f sur [a, b]. La définition ci-dessus revient a dire que la fonction peut étre approximée par des
juxtapositions de rectangle, et prendre ’aire de ces rectangles donne une approximation de l’aire en question :
et qu’en plus, n’importe quelle approximation possible va tendre vers le méme résultat !



C’est une définition assez restrictive de I'intégrale mais elle est suffisante pour une grande partie des fonctions
avec lesquelles on travaille. (Par exemple, les fonctions continues sur un intervalle [a, b] sont intégrables sur [a, b].)

On définit aussi l'intégrale sur des bornes infinies de la fagon suivante :

/a " Hdt = lim / " rtyat

T—r+00

(Il se peut que la limite n’existe pas et donc que l'intégrale ne soit pas définie sur cette borne.) On a une définition
similaire pour [ foo et on peut écrire fj;o f@®)dt = ffoo f@®)dt+ f;oo au vu de la propriété de Chasles ci-dessous.

La notion d’aire a de trés bonnes propriétés qui nous permettent d’obtenir les propriétés suivantes pour
l'intégrale, appellées Chasles (les aires se somment) et Croissance de l'intégrale :

/ab F)dt + /b F(t)ydt = / Ft)dt

b b
Vo lat] fo) 2 gla) — [ f0de= [ g

Le théoréeme fondamental de ’analyse lie aussi les intégrales avec la notion de dérivée. En fait, si f est diffé-
rentiable et si sa dérivée est intégrable, on va avoir f: f'(®)dt = f(b) — f(a), ce qui montre en faisant varier b
que l'intégrale est une forme de primitive. L’application de ce théoréme permet de créer des outils qui aident
grandement au calcul de I'intégral sans avoir & se ramener a sa définition. Mais on utilise assez peu ces propriétés
dans cet article, sauf a partir de la section 5.

2.1.4 Limite sup et lim inf

Le supremum (noté sup) d’un ensemble A inclus dans R est le plus petit réel qui est plus grand que tous les
éléments de A. Symétriquement l'infimum (noté inf) d’un ensemble est le plus grand réel qui est plus petit que
tous les éléments de A.

Soit un ensemble £ C R. On note D = Acc(F) (I'ensemble des réels qui se laissent approcher par des
éléments de E), et soit une fonction f : F — R, on définit alors pour un réel a € D :

) lililjaupf(fl') = inf{sup{f(z) : x €la — §;a + d[ND\ {a}} : 6 € R}

e liminf f(z) := sup{inf{f(z) : z €la — 0;a+ 6[ND \ {a}} : § € R}

r—a

lims%p f(z) == inf{sup{f(z) : x €]a — §;a[ND} : 6 € R}

T—ra

liminf f(z) := sup{inf{f(z) :  €]a — §;a[ND} : § € R}

T—a—

limsup f(x) := inf{sup{f(z) :  €]a;a + §[ND} : § € R}

z—at

e liminf f(z) := sup{inf{f(z) : x €]a;a+ 6[ND} : 6 € R}

r—at

On remarque par ailleurs qu’on peut se contenter de définir les quatre derniéres avec a point d’accumulation
exclusivement & gauche ou exclusivement a droite de E. On utilisera d’ailleurs les notations lim := limsup et
lim := lim inf. Intuitivement la limite sup est la limite des plus grandes valeurs de la fonction autour de a, et la
limite inf est la limite des plus petites valeurs de la fonction autour de a.

Les limites supérieures et inférieures existent toujours en vertu de ’axiome de complétude. On donne quelques
propriétés essentielles des limites supérieures et inférieures qu’on ne démontrera pas, mais qui peuvent étre
trouvées dans (insérer un document) :

e lim et lim sont des valeurs d’adhérence de 1’ensemble considéré, c’est a dire que pour tout a € D il existe
une suite (xg)gen telle que Vi, xx € E et limg_ oo f(2x) = limg_, f(x). Idem pour la limite sup a gauche,
a droite, et pour la limite inférieure (aussi a gauche et a droite).

o lim, ,, f(z) =lim, ., g(x) =1 = lim,_,, f(x) =1

° mx—m f(:Z?) +mw—>a g(x) > m9c—>a f(x) + g(x)



z)+lim, . g(z) <lim,,, f(z)+g(z)
—lim, . —f(z)

hmzﬁa *f(l’)

ZE

Lo f(
o lim, ,, f(z
o f(@
o f(

)
) =
lim, ., f(z) =
lim,_,, f(z) < limg—q f(2)

2.1.5 Erreurs

Les erreurs sont liées aux approximations : on cherche a s’approcher de valeurs dites "réelles" c’est a dire
qui "existent vraiment", mais on obtient des valeurs qui ne sont pas exactement les mémes, on parle de valeurs
approchées. On a alors différents moyens de quantifier cette erreur.

Erreur absolue :

| Vapprochée réelle |

Erreur quadratique :
2
(Vapprochée - réelle)

Erreur relative :
|1 _ Vapprochée ‘

V}éelle

Les deux premiéres permettent une mesure "additive" de ’erreur, bien que la deuxiéme accorde plus d’impor-
tance aux grosses erreurs, et est utilisée par exemple en statistiques. La derniére quant a elle tend & mesurer un
écart "multiplicatif", et est utile pour étudier par exemple des comparaisons asymptotiques lorsque les valeurs
dépendent d’'une grandeur qui varie.

2.1.6 Classes de fonctions particuliéres

On a déja vu les fonctions continues et uniformément continues. D’autres classes de fonctions seront utilisées
dans larticle, telles que les fonctions en escalier (dont la fonction créneau est un cas particulier), et les fractions
rationnelles (on pensait aussi a utiliser les fonctions affines par morceau pour une autre partie de la recherche
mais ¢a ne s’est pas fait). On va décrire juste ici les fonctions escaliers, et la définition d’une fraction rationnelle
sont vus dans la section [l

Définition 5 (Fonction en escalier). Soit I un intervalle de R, une fonction escalier est une fonction ¢ : I — R,
souvent notée ¢ ou g. L’ensemble des fonctions escaliers est noté £.

S’il est de la forme [a,b], une fonction escalier va étre un ensemble de n points x; avec a = x1 < xg < ... <
Tn = b, telle que pour chaque i € [1,n — 1] il existe un réel a; tel que Va €lx;, x11[, f(x) = a;. Les valeurs de
f(z;) sont quant a elles "libres”, mais on aura souvent Vif(z;) = a; ou Vi, f(z;) = a;—1 selon les constructions,
et la définition est donc en fait toujours valide si on a un des deux crochets qui est fermé dans |, x;y1] dans
la définition. Aussi, il est plus généralement courant de prendre des valeurs telles que Vi, a; < f(x;) < a;y1,
parfois méme f(x;) étant la moyenne des deux valeurs.

Définition 6 (Pas et saut d’une fonction escalier). Le pas d’une fonction escalier est défini comme sup{|z;+1 —
x;| 11 € A} o A est lensemble des indices ot la suite (x;) est définie (et ot chaque x; est défini). Quant & lui
le saut est défini comme sup{|a;+1 —a;| 11 € A}.

Définition 7 (Fonction créneau). La fonction créneau est une fonction escalier@ particuliére, définie avec
o= 0,21 =2, a_1 = 0,a0 = 1,a1 = 0, f(z9) = % et f(z1) = % Elle est généralement notée e mais il est
possible qu’on la note ¢ (c’est en général précisé dans Uarticle). En fait on a :

0 stx<O0

% stz =0
e(zr)=¢ 1 si0<z<l1

% stx=1

0 six>1

Son pas est de 1, son saut est de 1.

On pourra aussi parler de "fonction créneau" dans un sens plus large, ou la fonction est obtenue par trans-
lation, agrandissement ou réduction d’axe z ou y. On peut écrire



Formule 1. Sic: R — R est une fonction en escalier sur un intervalle borné, alors on a une fonction ¢
s’écrivant comme combinaison linéaire de translatées et dilatées de la fonction e, telle que Vx € R\ {z; : i €
A}, e(x) = (x). Si on note A’ lensemble des indices de la suite (a;) de la fonction escalier ¢, on obtient ainsi :

On ne va pas détailler sensiblement la preuve ici, mais il est aisé de voir que pour chaque i, si z; < < T;41
_w—wr _m—my
[Tx+1—TK| [Tip1—i]
Inversement il est clair que chaque somme discréte de fonctions créneaux de la forme citée dans la formule [I]
(cad qu’on "colle") va bien former une fonction escalier. Et ce méme si le nombre de termes est infini.

alors pour tout k # i, e( 0 mais e ) = 1 ce qui donne bien que les deux correspondent.

Si ici une formule sensée approximer des fonctions continues a partir de fonctions escaliers qui va nous étre
utile dans les autres sections.

Formule 2 (Approximation canonique d’une fonction réelle continue). Soit I un intervalle de R. On approxime
une fonction par des fonctions escaliers de pas constant, avec la valeur de pas de plus en plus petite & mesure
qu’on améliore 'approzimation.

Si I est fermé borné :
Soit f : [a,b] = R une fonction continue. On pose, pour chaque n € N*, une fonction f, : [a,b] = R,

n—1

Vi € a,8], fa(e) = 3 flat = (b a)el

k=0

x
b—a

)

L’approzimation est la suite (f,)nen- -

Si I est un intervalle borné :
Méme principe que ci-dessus juste on remplace les crochets fermants par des crochets ouverts ou fermants.

Si I =R : Soit f:R — R une fonction continue. On pose alors, pour chaque n € N*.

-5 ()5

k€EZ

L’approximation est la suite (f)nen=-

2.2 Les approximations de fonctions

Le sujet porte sur 'approximation de fonctions. On va d’abord définir ce que ’on appelle "indice d’approxi-
mation", puis on définira grace & cette nouvelle notion ce que I'on appelle "fonction approximable", on va en
particulier voir que la notion n’est pertinente que si on cherche a les approximer avec certaines classes spécifiques
de fonction.

2.2.1 Définition/noms des indices d’approximation et des fonctions approximables

Un indice d’approximation est un moyen de quantifier la précision d’une approximation de fonction. On
notera en général A la fonction en question, et 7 une de ses approximations, et on se place dans un ensemble F
inclus dans les domaines de définition de A et 1. Dans tout le présent document E sera toujours une réunion
d’intervalles disjoints, et méme souvent F = R.

Définition 8 (Indice d’Erreur Absolue (IEA)).

BAG) = [ o) = (ol
On pourra lier cet indice & la norme || f]].
Définition 9 (Indice d’Erreur Maximale (IEM)).
IEM(A, ) = sup{|A(t) —n(t)| : t € E}

On pourra lier cet indice o la norme || f||oo-



Définition 10 (Indice d’Erreur Relative (IER)). Si Vt € E, \(t) # 0 (en réalité on a besoin de conditions plus
fortes pour avoir lintégrabilité) :

TER(), ) = /E - ngt

Définition 11 (Indice d’Erreur Quadratique (IEQ)).

IEQ(A, 1) = / (A(t) — (1))t

E
On pourra aussi lier ¢a a la norme || f||2, au carré.

L’adjectif maximal signifie qu’on prend le sup de 'erreur au lieu de I'intégrale, et quadratique qu’on prend
le carré de I'erreur au lieu de l'erreur : ils peuvent étre cumulés ou utilisés pour d’autres erreurs.

Il est possible de généraliser l'indice d’erreur quadratique.

Formellement, un indice d’approximation est en fait une fonction qui associe & deux fonctions et un ensemble
un nombre réel positif.

On essaye maintenant de définir ce que 'on appelle 'approximabilité de fonctions.

Définition 12 (Fonction approximable). Soit A une fonction. Soit I un indice d’approzimation. Soit E un
sous-ensemble de R. Soit C un ensemble de fonctions & valeurs dans R et telles que Vf € C, E C D¢. On dit
qu’une fonction A\ est approximable au sens de I par C sur E, si elle est bien définie sur E et qu’il existe une
suite (Nn)nen de fonctions définies sur E telle que pour tout n, I(\,n,) est bien définie, et lim,,_,o I(A,n,) = 0.

Définition 13 (Fonction partiellement approximable). Soit A\ une fonction. Soit I un indice d’approzimation.
Soit E un sous-ensemble de R. Soit C un ensemble de fonctions a valeurs dans R et telles que Vf € C, E C
Dy¢. On dit qu’une fonction A est approrimable av sens de I par C sur E, si elle est bien définie sur E et
qu’il exziste une suite (N, )nen de fonctions définies sur E telle que pour tout n, I(\,n,) est bien définie, et
I\ limy, 00 ) = 0.

La notion de fonction partiellement approximable n’est pas trés utilisée dans le présent article mais elle n’en
reste pas moins importante. Prenons l'indice d’approximation IEM. Si une fonction A est approximable au sens
de 'TEM, cela revient clairement qu’on peut trouver un suite de fonction (7,,) qui converge uniformément vers
A4 car il faut que tous les points convergent partout a une certaine vitesse minimale, i.e que le maximum
de la différence entre 1, et A en chaque point puisse étre arbitrairement petit. Par contre, si A est seulement
partiellement approximable au sens de 'TEM, alors on doit avoir une suite 7, de limite 1 (i.e qui converge
simplement vers 7)) telle que TEM(A, ) = 0, ce qui revient a dire que A = 1 (ce sont les mémes en chaque
point) : cela correspond a une convergence simple [3| car vu que A = n on a bien que (7,,) converge vers A. De
fagon un peu plus générale si I est un indice d’approximation et si (1,) converge simplement vers 7, et que
I(\,n) = 0, alors on a une approximation partielle. Mais la réciproque est souvent fausse, par exemple si (1,,)
converge vers 7] partout sauf un nombre fini de points, ceux-ci vont étre négligeables dans l'intégrale et on aura
bien TEA (A, ) = 0 mais on n’aura pas de convergence simple.

On peut aussi stirement parler de fonctions "uniformément approximables". Pour cela il faut une distance
d : V? — Rt dans I'ensemble d’arrivée de la fonction A considérée. Et on veut alors Ve > 0,3N € N,¥n >
N,Vx € E,d(A(x),n,(7)) < e.

2.2.2 Propriétés des indices d’approximation

On note que les indices d’approximations ne sont pas cohérents entre eux, c’est-a-dire qu’il existe une fonction
A tel que pour tout couple d’indices I et I, on peut trouver deux fonctions d’approximation 7; et 1y telles que
Li(Am) < I1 (A, n2) mais To(A, 1) > Io(\, n1). En outre une fonction 77 peut étre une meilleure approximation
que 72 ou non selon I'indice choisi. Certains indices sont peut-étre cohérents sur certaines classes, mais voici des
contre-exemples qui montrent que ce n’est absolument pas le cas dans le cas général :

La propriété suivante est importante.
Propriété 1 (Minoration de 'TEM). Soit A\ une fonction et n une fonction continue qui approzime \.

(i) si er A(z) > lim A(z) alors :

z—a T—a~

sup{[A(z) —n(z)|: = € E} > %( lim A(z) — lim A(z))

r—at —a—



(ii) si im A(x) > lim \(z) alors :

r—a™ z—at

Sup{A(@) ~ n(@)| - € B} > L(Tm M) — lim Ax))

r—a— x*}aﬁ»

(iii) si AM(a) > lm \(x) alors :

T—ra—

sup{|A(@) ~ n(@)| - ¢ € B} > L(M@) ~ lim A(x)

r—a—

(iv) si A(a) > lim M) alors :

r—a™t

Sup{IA(x) ~n(@)] : v € B} > L(A(a) — lim A(x)

r—at

(v) si im \(z) > A(a) alors :

r—a—

Sup{A(x) ~ n(@)| : ¢ € B} > L( T A(x) — Aa)

(vi) si er A(x) > A(a) alors :

Tr—a

sup{IA(x) ~ ()] : v € B} > L( T A(x) — Aa)

r—a™t

(lim A(x) + lim A(z)). Soit € > 0. Il existe une

Démonstration. Pour la (i), étudions d’abord le cas n(a) < 1
r—at z—a~

suite (x)ren qui admet pour limite & droite a et telle que A\(xy) admet pour k — oo comme limite M+ A(z), et
r—a

donc il existe kg tel que pour tout k£ > ko, m+ Az) =5 < Mag) < m+ A(x) + 5. De plus par définition de la
T—a r—a

continuité il existe ¢ tel que Va €la; a+0[, n(a)—5 < n(x) < n(a)+5, et vu que par définition de la limite il existe

k1 tel que Vk > ky,xx €]a;a + d], on a que pour tout k > ki, n(a) — 5 < n(zx) <n(a) + 5. Et donc en prenant

ko = max(ko, k1) on a que Yk > ko, m+ Az) =5 < Mayg) < MJr Ax)+5 et —n(a)— 5 < —n(zr) < —nla)+35,
r—a r—a

ce qui donne en additionnant x@Jr AMz) —nla) —e < Azg) — nlag) < x§+ Az) —n(a) +e.

On trouve grace & cet encadrement que sup{|\(z) — n(z)| : € E} > mlirtrll+ A(z) — n(a) car pour tout
e > 0, il existe k tel que sup{|A(z) — n(z)| : ¢ € E} > A=) — n(zr) > xl_l)r& A(x) —n(a) — €, et on a donc
Ve > 0,sup{|A(e) —n(@)] s o € £} > Tn Alw) —na) —= = sup{|A(a) —n(a)] -2 € £} > Tin Ax) —n(a),

et par ailleurs lim A(z) —n(a) > lim A(z) — 1(lim A(z) 4+ lim A(z)) = 1(lim A(z)— lim A(z)), comme
z—at z—at z—at z—a~ z—at

voulu. o

Maintenant pour le cas n(a) > %(zl?fﬁ A(z) +x1_i%17 A(z)), on répéte le méme raisonnement mais en minorant
le sup par n(a) — lim A(z) (on remplace lim par lim et on échange sa place avec 1), et on a bien n(a) —
xl—i%l— AMz) > %(lﬁj)?(;:) - zl—%l— A(z)). Ceci qui conclut la démonstration du (i).

La démonstration de la (iii) est similaire & celle de la (i) : on étudie le cas n(a) < 2(A(a) + lim A(z))
et on a directement sup{|\(z) — n(z)| : * € E} > Aa) — n(a) > 3(AMa) — lim A(z)), tandis zq_lztel;le cas

r—a~—
n(a) > +(A(a) + lim A(x)) se traite de la méme fagon que dans la (i) pour la partie avec lim A(z) ol on
r—a— r—a—
remplace lim,_,,+ A\(z) par A(a). o
La démonstration de la (v) est la méme que celle de la (i) : on étudie le cas n(a) > 3( lim A(z) + A(a))
Tr—a~

et on obtient le résultat voulu de fagon similaire & la (iii) (en remplagant lim par lim), et pour le cas n <
1(lim A(z) + A(a)), de fagon similaire & la (iii) on fait le paralléle avec la (i) en remplagant lim,_,,— de la (i)
r—a—
par A(a).
Les (ii), (iv), (vi) se démontrent de maniére analogue aux (respectivement) (i), (iii), (v), en interchangeant

les limites & droite avec les limites & gauche.
O



2.2.3 Approximabilité de certaines classes de fonctions

Proposition 1. Si une fonction A est uniformément continue sur un intervalle [a,b], elle est approximable au
sens de U'IEA par des fonctions en escalier.

Démonstration. On consideére la séquence de fonctions (7, )nen+ définies sur [a, b] telles que pour z € [a+ %(b —
a);a+ (b — a)[ avec k € [0,n — 1], on aie 0, (z) = A(a + £(b— a)), et 7, (b) = AMa+ 2L(b — a)). 1l sagit
bien de fonctions en escalier.

On cherche & démontrer que I'TEA pour A et 7, tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. Soit € > 0, vu que A
est uniformément continue il existe 0 > 0 tel que |z —y| <6 = |X(z) — AM(y)| < 7=, de plus il existe (par
Paxiome d’archimeéde) ng tel que Vn > no,% < ﬁ = b’Ta < et donc |z —y| < b;“ = |lz—y| < =
[A(z) — Ay)| < =ay- Notons que pour un tel n :

k+1 E+1

k k
2(b—a): LIS Y h—a) > > 2y —
xe[a+n(b a);a+ p (b—a)] < a+ p (b a)_m_a—i—n(b a)
= ;a>x—(a+ﬁ(b—a))>0
n n -
b—a
— Th—a))l <
— oGt Sp-a) <
€
- Yh—a))l <
= |\(x) )\(a+n(b a))|_b_a
Et donc on a :
b n—1 a+%(b—a)
[ @) - m@lae =" [ A@) = a2 do
a k=0 a+%(b—a)
n—1 a+k:§1(b7a) k
- Z/ M) = Aa+ Z(b— a))|de
k—0 a+%(b7a) n
n—1 a+%(b—a)
< c dx
k=0 a—hi;(b—a) b—a
n—1
kE+1 k €
< ——(b—a)—(a——=(b—
M R e (i
n—1
1 €
- E<b_a)bfa
k=0
=c

On a bien pour tout € > 0 qu'’il existe ng tel que pour tout n > ng, 'IEA pour A et n,, est inférieure a4 ¢. [

Proposition 2. Si une fonction A est discontinue en un point a, elle n’est pas approximable au sens de 'IEM
par des fonctions continues en ce point a.

Démonstration. Soit n une fonction continue. Supposons que lim A(z) = H+ (z), on trouve que :
T—a~ z—a

lim A(z) > lim Az)= lim A(z) > lim ()

T—a~ T—sa— z—at z—at

e Si lim A(z) > lim A(z), et on note e = $( lim A(x) — lim A(x)) > 0 et on trouve par minoration de
T—a~ + T—a~ z—a+

T—a
I'TEM (ii) (n étant continue) que :
sup{|A\(z) = n(z)|:x € E} > ¢

Ainsi pour tout n continu, 'TEM pour A et 7 est toujours minoré par £ > 0, donc pour une suite de
fonctions continues (7, )nen il n’existe donc pas de ng € N tel que Vn > ng, IEM(A\,n,) < & (vu que au
contraire IEM(\, n,) > ) : la fonction A n’est donc ici pas approximable par des fonctions continues.



e Sinon lim A(z) = lim A(z) = lim A(z) = lim A(z), d’ott (définition de la limite & partir de celles &
T—a~ T—sa— r—at z—at
gauche et & droite) lim A\(z) = lim (), donc la limite / en a de \ existe et lim \(x) = lim \(x) =1 # \(a)
z—a T—a r—a z—a
par discontinuité en a, on a donc soit lim A(z) > A(a) et on conclut avec la (v)/(vi) de la minoration de
r—a
I'TEM de la méme fagon que ci-dessus, soit on a lim A(z) < A(a) et on conclut avec la (iii) /(iv) de 'TEM

r—a
de la méme fagon que ci-dessus.

On suppose maintenant que lim \(z) # m+ A(z), il nous reste alors deux cas :
r—a~ r—a

e si lim Az) < m+ A(z) on conclut de la méme fagon que ci-dessus par la minoration de 'TEM (i).
T—a~ r—a

o si lim A(z) > er A(z), alors lim A(z) > lim A(x) > E+ A(z) > lim A(x), on a bien lim A(x) >
r—a

T—a~ z—a T—a— z—a~ z—at r—a—
lim A(x) et on conclut de la méme fagon que ci-dessus par la minoration de 'TEM (ii).
z—at

Ce qui conclut.

La proposition suivante est importante.

Proposition 3 (Transitivité de Papproximabilité & un certain sens). Soit un indice d’erreur I tel que pour
toutes fonctions «, 3,7, on aie I(a,vy) < I(a, B) + I(B,7). Soient deux classes Cy et Coy de fonctions. Si une
fonction A est approzimable par des fonctions de Cy au sens de I, et que les fonctions de Cy sont approximables
par des fonctions de Cy, au sens de I, alors A\ est approrimable par des fonctions de Cy au sens de I.

Démonstration. Par hypothése, il existe (1, )nen- € CY telles que lim I(\,7,) = 0 et pour chaque 7, il existe
n—oo
(Cmon)men= telles que lim I(ny,, Grn.n) = 0. Par définition de la limite on note que pour chaque & € N*, pour
m—» 00

chaque ¢ > 0, il existe p(k,c) € N* tel que I(nx, Coh,e),k) < €.
On considére la suite (ux)ren = (Co(h k1)1 )ken € CY.Ona:

0 < I(A\ug) =TI\ Cohp—1)k) =
< I(>‘77’k) + I(nk7<‘tp(k,k*1),k) < I()\J?k) + k71

La limite du membre de droite est nulle, et donc par les gendarmes on a bien lim I(A,uy) = 0 pour (ux)gen« €
—00

CY" ce qui conclut. O
Corollaire 2. Cette propriété est vraie pour I = IEA.

Démonstration.
TBA (0, 7) = [E a(t) — ~(8)|dt = /E la(t) — B(E) + B(E) — A(b)|dt
< /E (lat) — BE)| + 1B(t) — (D))t = TEA(a, B) + TEA(8, )

O
Corollaire 3. L’IEM a cette propriété de transitivité.
Démonstration.
IEM(a, v) = sup{|a — 7]} < sup{|e — B + |8 — 7]} < sup{|e — B[} + sup{|B — 7]} = IEM(q, B) + IEM(S, )
O

On note aussi que si une fonction est approximable par des fonctions de classe C' au sens de I'IEM alors on
peut trouver une suite de fonctions de C' qui converge uniformément vers notre fonction A, c’est presque par
définition.
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3 Premiers exemples

3.1 Solution du probléme initial

On considére la suite de fonctions suivante :
Formule 3 (Approximation de la fonction créneau).

1

@) = Gy 1

Proposition 4. La formule[3 fournit une approzimation de la fonction créneau au sens de I'IEA.

Démonstration.
+oo sif2z—1]>1
lim 2z —-1)>"=¢ 1 si[2z—1]=1
e 0 si]2zz—1/<1
0 siz>1
1 1 siz=1
. _ 1 oo 1 1
= Ml ) LTRSS
5 S1 X = 5
0 siz< —%
Ce qui résout globalement le probléme. O

Remarque 1 (Points égaux). Awvec [ ’appmximatz’on@ on a, pour tout k

1 1 1 1 1

O = a0 T Tr e 2 v irexionE W

En particulier f,(0) = e(0) = fr(1) = e(1).

3.2 Approximabilité de fonctions uniformément continues

On sait que la fonction créneau est approximable par des fractions rationnelles de degré libre. Aussi, vu que
la suite (f,,) approxime la fonction créneau, il existe aussi en considérant +f, (ax — () des suites dans F~ qui
approximent toute fonction de la classe C' des fonctions créneaux, et en les sommant elles approximent aussi
clairement toute fonction de la classe £ des fonctions générées par somme finie de C', au sens de 'TEA en tout
cas. Or la proposition [I| nous indique que les fonctions de £ approximent toute fonction uniformément continue
au sens de 'IEA. Donc d’apreés la proposition [3] les fonctions de F approximent toute fonction uniformément
continue (sur un certain intervalle borné prédéfini).

Pour 'TEM cependant, la proposition [2| nous indique qu’on ne peut pas approximer les fonctions en escalier
(celles dans &) par des fonctions de F car les fonctions de F sont continues tandis que la fonction en escalier e a
une discontinuité en 0 et en 1, et par exemple en 0 le terme nous donne la minoration IEM(e,n) > (1 —0) = 3

2
avec 11 € C. On obtient par ailleurs I'égalité avec 1’approximation [3]

On ne peut donc pas tout a fait appliquer le raisonnement du premier paragraphe pour démontrer des
résultats sur approximation de fonctions de CY (les fonctions continues) par des fractions rationnelles au sens
de 'IEM. Pourtant, on va démontrer qu’on a bien :

Théoréme 2. Toute fonction continue sur R de limite 0 en +00 et en —oo, est approximable au sens de 'IEM
par des fractions rationnelles.

Pour commencer, en s’appuyant sur I’approximation [3| on démontre le résultat suivant :

Lemme 1. Soit g € £ une fonction escalier de pas constant a > 0. Si son saut est borné, de supremum p, alors
on a :

af e F, IEM(f,g) < 2p.
Mais avant, on va devoir démontrer quelques inégalités sur certaines fractions rationnelles.

Lemme 2. Pour tout ¢ €]0, %[, la formule @ approxime la fonction créneau au sens de UIEM sur I =R\ (] —
g,elUll —e, 1+¢|)
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Démonstration. Six € I, il y a trois cas.

Siz<—g2r—-1<-2—1,et vaquee >0, ona (2z —1)2" > (1+ 2¢)*" donc 0 < f,(z) < m

vu que z < 0 on a en fait |f,(z) —e(z)| = fn(z) < m

2)Sie <z <l-¢galorsona2e—1<2r—1<1-2¢ enoutre (22—1)?" < (1-2¢)?" et 1 > f,(z) >
1

1—2¢ 2n
Et vu que 0 < z < 1 on a alors |fp(2) —e(z)| =1— fo(x) <1-— (1—251)2"-4-1 = (1(—25)2)n+1 = =) Or on

= (1—-2e)(1+2¢) >

0 <= 1>1—4 > 07 et le dernier encadrement est en falt vrai car 4¢? < 4 (%)2 = 1. On a donc plus
grossiérement |f,, (z) — e(x

Et

1

trouve que

1
)‘ S (1+2¢)2"+1°

3) fn et e ont clairement un axe de symétrie x = %, ce qui permet de directement conclure a partir de la 2) que

siz>1+¢ onalf(z)—e(x) < m

On a au final Vz € I, |e(z) — fn(z)] < m donc IEM(e, f,,) <

1—2¢

metvuque1+25>1,onapar

les gendarmes lim,,_, - IEM(e, f,,) = = 0, ce qui montre I’approximabilité ! O

+oo+1

Lemme 3.
1—((x+1)(z—1))% 1

e e A @) R

Démonstration. Tout d’abord on remarque aisément que ’expression ci-dessus est une fonction paire, vu que
(—x+ 1) = (z —1)% et que (—z — 1)? = (x + 1)%. Aussi pour z = 0 on a clairement que I'expression vaut 0. Il
suffit donc de démontrer I'inégalité pour x €]0, 1.

Ensuite on peut écrire ((z + 1)(x — 1))%* = (22 — 1)?% = (1 — 22)?*, et vu que 22 < 1, on a —22 > —1 et, par
linégalité de Bernoulli, (1 — 22)%% > 1 — 2ka2.

En développant (x + 1)?* avec le binéme de Newton, on n’a que des termes positifs car > 0, avec un terme
strictement positif 1 > 0, donc en particulier on a (z + 1)2¢ > (22k)x2 = k(2k — 1)a?

Au final, vu que 1+ (z — 1)%* > 1, on déduit de tout ¢a :

1—(1—a2)% 1—(1—2ka?) 2 2 1

O+ @01+ @t D) “Ixk@k—122) 2k—1 2k-2 k-1

ce qui conclut. O

Corollaire 4. Soit « € R\ {1}, alors pour tout ¢ > 1, il existe N € N* tel que, pour tout k > N :

1 o
-1,1 -1 -1
Ve €] - 1,1], [1+(m—1)2k+1+(x+1)2k} ‘<|Oz |+e
Démonstration.
1 N a 14 @+ D+ a(l+ (@ —1)%)

I+ (@—1% 1+ (z+1)2k (14 (z—1)26)(1+ (x + 1)2F)
1+ @+ D*F 1+ (2 - D 4 (a—1)(1 4 (z —1)%F)
B (14 (z — 1)2k)(1 + (z + 1)2k)
1+ @=-1)")0+ @+ D)+ (- 1)1+ (- 1)) +1— (x4 1), (x—1)%

(14 (z—1)2K)(1 + (z + 1)2k)
a—1 1—((z—1)(z+1))%*

B R (R Ve (e o)

< 1et par le lemme 3| +(I ((f)zkl))((fj(gff)ﬂ) < 725. Donc, par I'inégalité triangulaire,

1 o 1
-1 -1+ —.
{1+(w—1)2k+1+(3€+1)2k] ’<a |+k—1

Or

1
1+ (z+1)2k

Vo el —1,1],

Vu que € > 0 (axiome d’Archimede) il existe N € N* tel que Vk > N, =5 < ¢ et donc au final on a bien

1 «
-1 -1 .
[1+(x—1)2’“+1+(x+1)2’“} ’<|O‘ e

Vk > N,Va €] — 1,1],
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Corollaire 5. On considére deux fonctions créneauxr de hauteurs différentes mais de méme largeur, i.e on
considére 0 # a # B # 0 (les hauteurs), | > 0 (la largeur), d € R (le décalage) et la fonction ce(*:74) +
Be(%‘d —1). Alors, pour tout € > 0, il existe N € N tel que pour tout k > N, on ait

Vo €l(d+1) — %,(d+l) + %[,

l l

x—d x—d x—d x—d
[osz( 7 )+ Bfx( ] —1)} — {ae( )+ Be( —1)H<|a—ﬁ|—|—€
Démonstration. Avec le changement de variable y = ‘"”T_d, on revient a l'inégalité

1
Yy €]=

3 ol fily) + By — )] ~ lae(y) + Bely — ]| < o~ 5] + .

Notons que si y = 1, alors on obtient af(0) + 8f%(1) — ae(0) — Be(1) = 0 < 2| d’aprés la remarque 1} On a
alors deux possibilités.

Cas1l:y>1

En posant v = % # 1, on revient a l'inégalité

vy €1, g[, v fi(y) + frly — 1] — [ye(y) +e(y — D] < |y — 1| + ’;’

Onae(y)=0cary>lete(y—1)=1car 0 <y—1< 1. On se raméne donc & étudier

8l n 1
I1+Q2y—1)% 14+ 2y—1)—1)%

3 €
vy e 2l 1| <h-1+ 3

Avec le changement de variable z = 2y — 2, on revient & démontrer pour > 0 qu'il existe N’ € N tel que

pour tout k > N’ :

£
B

8l n 1
1+ (z+1)% 1+ (2—1)%

Vze]O,l[, 1’<|’}/—1+‘€

3|
Ce qui est vrai en vertu du corollaire [4] vu que ]0,1[C] — 1,1].

Cas2:y<1
En posant v = g # 1, on se raméne a l'inégalité :

Wy €1l k) + iy — D] = [ew) + el = DIl < Iy =11+ |].

Ore(y)=1lcar0<y<lete(ly—1)=0cary—1<0.On doit donc étudier

1 1 ol 5
Yy €)=, 1], 1 1 H .
yelg 1l ‘1+(2y1)2’€ TRy - 0= ’< =113
En effectuant le changement de variable z =2 — 2y, on a (2y — 1) = (—(2 - 2y) + 1)?2 = (1 — 2)%? = (2 — 1)?,
t (2(y—1)—1)2 =2y —3)2=(—(2—-2y) — 1) = (—z — 1) = (2 + 1)%2. On revient & démontrer que pour
‘ﬂ > 0, il existe N” € N tel que pour tout k > N”,

1 9

Vz el —-1,0
@€l =10 ’1+(zl)2’“+1+(z+1)2’“

€
—1'<7—1|+H.

a
Ce qui est vrai en vertu du corollaire 4 vu que | — 1,0[C] — 1, 1]

En prenant N = max(N’, N”) a bien pour tout k > N D'inégalité voulue! O

On a maintenant tout ce qu’il faut pour démontrer qu’on peut approximer une fonction en escalier par des
fractions rationnelles, & 2p prés.

Preuve du lemme[dl

T =T
Zaz

Iz+1 — Xy

On a Vi, |a;41 — a;] < p. On peut approximer cette fonction grace a l’approximation |3|:

Zasz — )

xH»l — Ty
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Soit 6 < $min{w;y1 — @41 : i € [0,n]}.

On démontre qu’il existe M € N* tel que sup{|G(x)—g(z)| : x € R} < 2p. Si on a un nombre fini d’intervalles I
dont la réunion est R, de fagon a ce que pour chaque intervalle il existe m tel que {|G () —g(x)| : € R} < 2p,
alors il suffit de prendre M comme le plus grand de ces m obtenus. On regarde alors les cas de différents inter-
valles.

Cas 1) I =R\ U,cpo,n_1pl®i — 6,2 + 9]

.. e -5 .
Dans ce cas on a pour z € I que pour chaque i, si x < x; — 9, alors, i +i<z<zip1—0,

) ToT ] )

T—X4

alors

six > x4 + 6], alors + 1. Donc en appliquant le

Tit1—Ti — Tit1—Ti

Tit1—Tq Ti+1—T4 Tit+1— T4
lemme [2| avec —9— > 0, on a que | f,, ( Eo%i ) —e ( L% ) | peut étre arbitrairement petit avec x € I.

Tit+1—Tq Ti+1—Tq LTit+1—Tq

Prenons maintenant la quantité > 0, on considére pour chaque ¢ un entier m; tel que Vx €

2
artas+...+ap
L | fm, ( L= ) —e ( L=y ) | < o754, et en prenant m = max{m; : i € [0,n]} il vient

Ti4+1—T4 Ti4+1— T4
n
T — T xr — X P
fm _— | | ———— < E oqG— = DP.
Tit1 — X; Tit1 — X et ap + ... +ay

n

Va € I, |Gp(z) — g(x)] < Zai

=0

Ce qui conclut le Cas 1).

Cas 2) I = U;cpo,n_1p)®i — 6,2 + 9]

On démontre qu’on a un tel M pour chaque intervalle |a; — §, x; + d][, ce qui concluera. Si x €|x; — §,z; + d[, on
a pour tout j # i,i — 1 que fk(wi_lszj) peut étre arbitrairement petit avec k£ grand, la preuve est similaire a
quand on démontre que les termes sont arbitrairement petits dans le Cas 1.

Maintenant on étudie le terme ti(z) = ;1 fk (%ﬁ) + a;fr (I“:fz) Le pas est constant donc on a

a=2; —Ti_1 = Ti+1 — T;, et en particulier z; = x;_; + a et donc on peut réécrire

tr(z) = a1 fx <:Eaxl_1> + ;i fr <xaxi - 1) ;

r —T;—1 Tr — I T — Tj—1 Xr — X
;1€ () + e ( =qj1e| — | + o4€ —-1].
Xy — Ti—1 Tit+1 — T4 a a

Soit un réel € avec 0 < &€ < p,on a0 < p—e < p. D’aprés le corollaire [5] il existe bien un entier M’ tel que pour
tout k > M’,

Va E]IL',; — (5, xr; + 6[,

T — Ti_ T — X
tk(x)e<“> e(z>‘ <|laj—1 —ai|+p—e<2p—c.

Ti — Ti—1 Tit1 — Ty

D’aprés la remarque ci-dessus, pour chaque j # ¢,¢ — 1, il existe m; tel que pour tout k > m;,

e
—_— | | -
K Ti4+1 — T4 Ti+1 — T4 2(71—1)

En prenant M = max(M’, my,...,m;) on a donc finalement par I'inégalité triangulaire

+2p—€:2p—5<2p

€
> R . —_ —
Vk > M,Vx €]z, — 0,2 + 0], |Gm(z) — g(z)| < (n+1—2) x 2= 1) 5

Ce qui conclut ! O
On peut maintenant faire la démonstration.

Preuve du théoreme[d. Soit g une telle fonction. Par le théoréme de Heine [1], on sait que g est uniformément
continue. Il suffit de démontrer que pour tout € > 0, on peut trouver une fonction f telle que sup{|f(z) —g(x)| :
r € R} < ¢ (on peut alors construire une approximation en prenant les fonctions obtenues en prenant & = -
quand n parcourt N*).

Soit € > 0. On pose § = § > 0. On va d’abord construire une fonction créneau c telle que IEM(g, ¢) < 4. Puis
on construire une fraction rationnelle f telle que IEM(c, g) < 2. Par inégalité triangulaire (voir corollaire [3) on
aura alors IEM(g, f) < 3§ = ¢, ce qui concluera

11 existe deux réels a < b tels que Vo < a,|g(z)| < § et Vo > b,|g(z)| < §. Ainsi, si une approximation c est telle
que Yz €] — 00, alU]b, o0, c(z) = 0, on a Vz €] — 0o, a[U]b, oo, |f(z) — g(z)| = | — g(x)| < §, ce qui signifie que
I’approximation est correcte sur cet ensemble.
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Maintenant pour I'intervalle [a,b], on considére 'approximation canonique [2f de la fonction fi[44), ce qui nous
donne une suite (¢, )nen- € RI*. Par continuité uniforme, on peut prendre § > 0 tel que VY, y € [a,b], |z —y| <
§ = |f(z)— f(y)| < e Vuque 32 > 0, par archimeéde, il existe n tel que 2 < +2-. On considére alors la

fonction escalier ¢ : R — R définie comme vérifiant :

ofz) = { en(z) six € [a,0]

0 sinon

1) Le saut de c est d’au plus &. En effet, on a pour tout k € [0,n—1], que avec 2,y € [a+ %L (b—a), a+ 5L (b—a)],
onalz—y| < |la+E(b—a)]—[a+E(b—a)]| = =2 < §, donc en particulier [g(a+ 4 (b—a)) —g(a+£(b—a))| < §
(et ce pour tout k) : pour lapproximation ¢,, cela revient a dire que son saut est borné par §. On a méme
mieux, par définition de a,b on a |c(a) — 0] = |g(a)] < § et |c(b) — 0| = |g(b)| < §, donc le saut de la fonction ¢
est bien plus petit que J.

2) On va avoir IEM(g, ¢) < d. Quand z €]a, bl on a |g(x)—c(z)| = |g(x)—0| < § comme vu plus haut. Maintenant
quand z €]a + £(b—a),a+ £ (b — a)[, en prenant y = a + £(b — a), on a g(y) = c(z) et on a (voir 1.) que
lg(z) — g(y)| < 6, i.e (définition de c,) |g(z) — c(z)| < 6. Et enfin quand = a + £(b—a) pour k> 1, on a :

1 1 b—a

l9(2) = e(2)] = lg(z) — [F9(z) + F9(z ~

b—a 1)
)|<§<5

I = glole) gl

En effet z et z— =% sont dans D'intervalle [a+*-1(b—a), a+ £ (b—a)]. Cela conclut la premicre partie de la démo.

On peut en fait conclure. Par le lemme [2[ appliqué a la fonction ¢, ayant un saut d’au plus 6 d’apreés 1),
on peut prendre une fraction rationnelle f telle que IEM(c, f) < 2§, ce qui joint & 2) nous donne bien ce qu'il
fallait démontrer. O

4 Les fractions rationnelles

Le but de cette section va étre d’étudier les fractions rationnelles (et suites de fractions rationnelles), dans
le but final de démontrer que des fractions rationnelles de degré borné ne peuvent pas converger simplement
] vers la fonction créneau. En particulier cela montrera qu’on a vraiment besoin d’augmenter le degré petit
a petit dans la suite pour avoir une convergence simple, comme dans 'approximation [3} Au vu des différents
problémes causés par les poles (définis plus bas dans la section), on aura besoin de la définition suivante.

Définition 14 (Convergence simple relaxée). Soit une fonction g : R — R définie partout sauf en un nombre fini
de points, on dira qu’une suite (fy,)nen+ de fonctions de R dans R (pas forcément définies partout), convergent
simplement au sens faible, s’il existe un ensemble E fini de réels (appelé ensemble des points particuliers), tel
que pour tout x dans R\ E, g est bien défini en x, et il existe un rang N € N tel que pour tout n > N, f,(z)
est bien défini et lim, 4o fn(z) = g(z) et la définition de la limite ne cherche pas le rang dans N* mais dans

[N, +oo].

4.1 Généralités sur les fractions rationnelles

Une fraction rationnelle f = g est le quotient de deux polynémes P et ), définie sur C privé des racines
de Q. En définissant ’addition de fractions rationnelles comme une addition classique ol on met au méme
dénominateur, on peut les manipuler comme objets formels comme des couples (P, Q) de polyndomes formels,
avec leur fonction associée qui est définie par la division classique.

Le degré la fraction rationnelle f est en général défini comme deg f = deg P — deg @ (en particulier on
a toujours la propriété deg ff' = degf + deg f’, et la def coincide avec le degré d’'un polynéme quand
Q@ constant non-identiquement-nul, si @ est nul on a deg F' = 400 et si P est nul on a degF = —o0).
Dans le présent document on définira le degré de la fraction rationnelle comme deg f = max(deg P’, deg Q')

’

ou P’ et Q' sont des polyndomes premiers entre eux tels que f = g,, et vaut —oo si P = 0 ou Q = 0. Attention,
cette définition ne respecte plus la propriété deg f f' = deg f+deg f’. On a le résultat suivant sur les asymptotes
de fraction rationnelle :

mazx(deg P,deg Q) k
f: k=0 Prx — lim f(.’L‘ :pmax(degQ,degP)
Ikn:ag(deg Q,deg P) quk T—00 Gmax(deg Q,deg P)
avec la convention % = o0, donc en particulier si deg(Q) > deg(P) la limite vaut 0 et sinon elle vaut

SEN(Pmax(deg Q,deg P)), €t pour avoir la limite en oo on pose g(z) = f(—x).
Voici une proposition connue importante.
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Théoréme 3 (Décomposition en éléments simples). Soit f une fraction rationnelle et r1,rs, ..., les k racines
de Q, avec my, ...,my, leurs multiplicités respectives. Il existe des nombres complexes o ; tels que

k. mg

=Xl

i=0 j=1

On peut donc écrire f sous sa forme avec numérateur et dénominateur développé, ou bien sous sa forme
décomposée en éléments simples. On peut aussi 1’écrire sous sa forme scindée grace au théoréme fondamental
de l'algebre, mais ot on regroupe les deux coefficients dominants de P et ) avec leur quotient «. Ici les pg ne
sont pas nécessairement distincts, et de méme pour les g;.

deg P
B deg Q
k=0 (v —qr)

Les racines du dénominateurs sont appelées les pdles de la fonction.

4.2 Bolzano et équivalents sur les complexes

On remarque que les racines peuvent étre complexes et on va devoir faire de ’analyse avec. Il convient donc de
rappeler les limites de nombres complexes. On peut définir la limite d’une suite de complexes de fagon similaire
a la définition avec les réels, en reprenant la définition qui utilise la valeur absolue avec Ve > 0, 3dng,Vn >
N, |un, — | < &, ot on remplace la valeur absolue par la norme sur les complexes (c’est donc exactement la
deéfinition qu’on vient d’écrire mais avec un, et ! complexes). On remarque que cette définition coincide avec
celle des réels quand on parle de suites de réels, donc on peut bien 'utiliser ici. Il n’est pas dur non plus de
démontrer que les propriétés d’opération sur les limites est conservée pour les limites de nombres complexes.

On note que cette définition est équivalente a lim,,_, o |, — I| = 0 avec la limite ici au sens réel. Il n’est enfin
pas difficile de démontrer que si une suite de nombres complexes ((u,)nen) converge en module et en argument
(i.e les suites (Jun|)nen et (arg(un))nen converge) alors elle est convergente (tout court).

On aura besoin du célébre théoréme d’analyse suivant, dont on repompe la démonstration, et de quelques
uns de ses corollaires.

Théoréme 4 (Bolzano-Weierstrass). Soit (un)nen suite réelle bornée. Elle admet alors une sous-suite (Uy(n))nen
qui converge vers un réel l. (Ici ¢ : N — N une fonction strictement croissante.)

Démonstration. Soit by la borne supérieure de cette suite réelle, et ag sa borne inférieure. Si by = ag on peut
prendre ¢(n) = n et on a fini, on suppose donc que by > ag. On pose Cy = N. Clairement, un des deux ensembles
By={neN:u, > b+7a et Ag={n:€Cy:u, < M‘Ta est infini, car Ag U By = N = Cj : un élément de la suite

botag
2

by = b“JrT“" et a; = a (on a bien by > aq). Sinon si By est infini, on pose ¢(0) = min By, C; = By, by = b et

est soit plus petit que soit plus grand que ”7“ Si A est infini : on pose ¢(0) = min Ag, C; = Ap \ ¢(0),
a, = WT“O (on a bien by > aj). Puis on réitére le processus. Pour chaque by, an, By, An, Cy, on coupe C,, en
deux ensembles B,, et A, respectivement les indices des termes de (u,,) plus grand que b"% et plus petit que

b"% respectivement, un des deux est infini car C,, est infini, on pose ¢(n) comme le minimum de ’ensemble
infini, on défini cet ensemble comme C), 1 et on actualise les bornes.

Il est clair par définition que pour tout n, uy(n) € [@ni1,bny1]. Or pour chaque n, si byq1 = b";r“" on a
bnt1 — Apy1 = @ —a, = b“%““ et si app1 = b";ﬂ alors b,411 — apy1 = by — botan — ba—an Jone dans
les deux cas bpi1 — apy1 = %(bn — ay) et par récurrence immeédiate b, — a, = %(bo — ap), en particulier

limy, 400 by — an, = 0. Aussi il est clair que Vi < j,b; > b; > a; > a;, et en fait il est intuitif (mais c’est le
théoréme des suites adjacentes) que (b,,) et (a,) convergent (elles sont décroissantes et bornées), vers une méme
limite (c’est du a la limite de (b, — a,)). Or vu que Vn, a, 1 < tym) < buy1, et que les bornes convergent vers
une limite /, on a (théoréme des gendarmes) que la limite de (uy(,)) existe et vaut I, ce qui conclut. O

Corollaire 6. Toute suite de nombres complexes admet une sous-suite qui converge en argument. C’est a dire
que pour toute suite de nombres complexes (z,)n—s N, il existe une fonction p(n) : N = N strictement croissante
telle que arg(z,) converge en arqument.

Démonstration. Par définition de ’argument, pour tout n, arg(z,) €] — 7, w|. Ainsi arg(z,) est bornée (par —
et m par exemple), et par le théoréme [4] elle admet une sous-suite bornée. En utilisant la fonction croissante ¢
telle que arg(z,(,)) converge, on a bien que (z,(n))nen est une sous-suite qui converge en argument.

NB : largument peut converger vers —m, dans ce cas sa valeur limite est en fait w, mais ¢a ne change pas le
raisonnement. O

Corollaire 7. Si une suite complexe admet une sous-suite de module borné, alors elle admet une sous-suite
convergente.
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Démonstration. Soit (2n)nen une suite complexe avec I'existence d’une suite (|2, (,)|)nen bornée, et donc d’apreés
le théoréme || on a une sous-suite (|2,(¢(n))|) qui converge vers un réel. Ainsi la sous-suite (2, (g(n)))nen converge
en module, mais elle converge aussi en argument par le corollaire [6 donc elle converge vers un complexe précis
tout court, ce qui conclut. O

La proposition suivante sera aussi utile :

Proposition 5. Si une suite de complexes (z,)nen n'admet aucune sous-suite de module borné, alors elle admet
une sous-suite (Zy(n))nen telle que limy, o [2,| = +00.

Démonstration. Soit un réel r > 0, Uintervalle [0,7] ne peut pas admettre un nombre infini d’éléments de
(|zn])nen sinon on aurait une sous-suite de module bornée, donc il n’y en a qu’un nombre fini : en prenant le
dernier complexe dans cet intervalle d’indice ng, on obtient que pour tout n > ng que |z,| > r. On vient de
démontrer que :

Vr > 0,3ng, Yn > ng, |zn| > r

Ce qui est équivalent lim,_, . |2,| = +00, comme voulu. O

On rappelle la notion d’équivalence a l'infini. Soient deux suites complexes (an)nen €t (bn)nen, on dit que

an ~ by, si et seulement si il existe une suite (¢, )nen qui tend vers 0 telle que a,, = (1 + &,)b,, & partir d’'un
QAn

certain rang. Cela revient & dire que a,, ~ b, <= lim,_. 2= = 1 quand by, est non-nul & partir d’un certain
n—00 n

rang. Il est alors assez aisé de démontrer que c’est une relation d’équivalence. On a aussi le résultat suivant :

Proposition 6. Si ¢ est une constante complexe et (zn)nen une suite complexe telle que |z,| tend vers 400,
alors c+ z, ~ z,.

n—oo
Démonstration. On a lim,_,« |2,| = +00 donc lim,_, o % =0, cad lim, |i — 0| = 0 ce qui motnre que
lim,, 00 ZL = 0 et on a donc lim,_,, CJZFA = lim, 0 Zi 4+1=0+1 =1 ce qui montre bien I’équivalence
souhaitée. O

Par ailleurs la définition avec u,, = (1+¢,)v, permet de démontrer trés aisément que (a, o by AUy, o
Up) = GpUn o b, vy, ce qui montre avec une récurrence rapide que I’équivalence a 'infini est stable par
multiplication. On montre aussi qu’elle est stable par U'inverse (et donc immédiatement par quotient) :

. ay, e 1 1 1 1
ap, ~ by &= lim —=1 <= lim 7+ =1+ — ~ — < — ~

n—o0 n—oo by, n— 00 b, n—oo ay, a, n—oo b,

On a enfin cette derniére propriété évidente. La notion d’équivalence a 'infini est d’ailleurs un concept plus

puissant que la simple égalité entre limites.

Proposition 7. Sia, ~ b, et que (an)nen €t (bn)nen admet une limite, alors (by)nen admet une limite et
n—oo

lim,, o0 @y, = lim,, o0 by, .

Démonstration. Par symétrie de la relation, on a b, = (1 + &, )a, avec lim,_,+ &, = 0 et par opérations sur les
limites on a bien lim,, . b, = lim,_, ay. O]

4.3 Fermeture des fractions rationnelles de degré borné

Soit F I'ensemble des fractions rationnelles et F; celles de degré inférieur ou égal & d. On démontre que
pour tout d, F4 est fermé, c’est & dire qu’une suite convergente (au sens faible d’éléments de Fy tend vers
un élément de Fy. Plus précisément on va démontrer que

Proposition 8 (Fermeture des fractions rationnelles). Si une suite de fractions rationnelles (fn)nen @ coeffi-
cients dans R dont le degré du numérateur est dy et celui du dénominateur dy est convergente au sens faible
avec E l'ensemble des points particuliers, alors sa limite est elle-méme une fraction rationnelle & coefficients
dans R dont le degré du numérateur est inférieur ou égal a dy et celui du dénominateur inférieur ou égal a ds.

Démonstration. On écrit f, sous sa forme scindée :

d
f —a klzo (aj - pk,n)
n — n d .
[TiZo (x — qrn)

On a a, € R car la fraction rationnelle est & coefficients réels, mais les racines peuvent étre complexes.
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On va trouver une sous-suite de (f,)nen qui converge au sens faible vers une fraction rationnelle, ce qui
permettra de conclure vu que (f,,)nen est convergente elle converge vers la méme limite que sa sous-suite. (Ceci
est vrai méme au sens faible, car en chaque point z, la sous-suite évaluée en = sera bien définie a partir d’un rang
N, et la suite entiére bien définie aussi & partir du rang N étant convergente elle n’a qu'une valeur d’adhérence
et on a la méme propriété). On notera ¢ : N — N les fonctions strictement croissantes successives qu’on va
construire, oll Yg11 = g © ¢ pour une certaine fonction strictement croissante ¢ : N — N, et on commence
avec o : ¢ — . S'il existe mg tel que (P pon))nen admet une sous-suite de module bornée alors par le
corollaire (7| elle admet une sous-suite (Pp,,x0(go(n)))nen convergente, et on se restreint désormais aux indices
#1 = po(Po(n)). Maintenant s’il existe my # mq tel que (pp,, o, (n))nen admette une sous-suite de module borné,
alors on introduit de méme @3(n) tel que (P, e, (n))nen converge, et on note qu’on a toujours (P, e, (n))nen
converge toujours car est sous-suite d’une suite convergente. En continuant le processus comme ceci on a s
indices my, ..., m,_1 distincts deux a deux tels que (P, o, (n))nen convergent tous. On continue le processus
mais cette fois-ci avec les (g, ps/(1))nen, ot 8' > s. A la fin (le processus se finit forcément car il y a un
nombre fini de racines), on se retrouve avec les (Pmi,p. (n))nen et (qm;’ws,(n))neN qui convergent toutes, tandis
que toutes les autres suites de racines n’admettent aucune sous-suite de module borné. Soit (p,,, ¥s (n))nen
une de ces sous-suites, on a par la proposition [5] qu’elle admet une sous-suite de module qui tend vers +oc, on
prend donc encore cette sous-suite indexée par ¢ avec g 41(n) = @y o ¢. On réitére le processus pour tous les
m # m;, m;. Cela ne change pas les limites des suites indexées précédemment. Notre fonction d’indexation au
final est ¢4, +4, car on a réindexé une fois toutes les suites (dont certaines peuvent étre triviales avec ¢ : n — n),
ou chaque suite (plw,dlM2 (n))nen est soit convergente si k = m; pour un certain 4, soit tend vers l'infini en
module si ce n’est pas le cas, et similairement pour (QIc,gadl+d2(n))n€N avec k = m). On peut donc écrire au final

s—1
H (l’ - pmi,cpd1+42 (n)) H (iL' - pm,cpd1+42 (n))
=0 M#AMmMQ,...,Mg

f¢d1+d2(”)(x) = Qg 4a,(n) o —e 1

H (JJ - Qm;,tpd1+d2 (n)) H (33 - Qm’,cpd1+d2 (n))

i=0 ’ o 7
m’#my, ml

On étudie la limite de cette fonction en sachant qu’elle doit converger. On la sépare en deux parties u,, vy,
ol f¢d1+d2(n) = UpUy, €t :

s—1

H (.’IJ - pmi,tplerdz (n))
=0

’
s’ —s—1

H (z — qm§,<ﬂd1+d2(n))

=0
H (m _pm,<pd1+d2 (n))

MAEMQ, .., Ms

vp () = Qg yay(n) H

up(z) =

(a: ~ A/ 04, +a, (n))

’ ’ ’
m/#Emf,....,m
0l gl 1

Chaque suite qu’on retrouve dans ’expression de u,,, i.e (pmi’@d1+d2 (n))neN, (qm;7¢d1+d2(n))neN pour tout
ont (par construction) une limite pour n — oo qu’on va noter respectivement pour chaque i, l,,,, pour le suites p
et I, pour les suites ¢ (on note que les limites peuvent étre dans C). On a alors par opérations sur les limites :

s—1

H (@ = lm,)

Vo € R\ ({lmy s € [0,8' — 5 —1]}) , lim wp(2) = =0

n— o0 s'—s—1
H (x - lm,’i)
i=0
On remarque que (up)nen converge (et est non-nul & un nombre fini de valeurs de z pres), or (fy, 4, (n))nen

f (n)
converge par hypothése donc v, = ””7“12 converge aussi pour n — oo. Or chaque suite (py, i) 4y (n) )neN

et (Gm,e . dz(n))neN apparaissant dans lexprebblon de vy, sont telles que leur module tend vers U'infini (et de

méme pour leur opposé), donc par la proposition 6, Vo € R\ E, z — Prmgay 1ay(n) 7 TPmoga, yay(n)s et enfin par
stabilité par produit/quotient de I’équivalence a I'infini on a (on multiplie/divise toutes les équivalences entre
elles) :
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H Pm,pa, ya,(n)
—s—(dy—(s"—¢ m#mo,...,mMg
Vl‘,vn(gj) n:oo a%@d1+d2(n)(_1)d1 s=(dz2=(s"=s) 0
H Am/ 04, 44, (n)

’ / ’
0o g1

Or par la propositionm, vu que (vp, )nen converge pour tout & (hormis un nombre fini d’exceptions), le membre
de droite doit aussi converger. On note L la limite du membre de droite et on remarque qu’elle ne dépend pas de z.
Ainsi, toujours par la propositionappliquée achaque z on a: Yz € R\{l,,, 14 € [0, 8" —s—1]}, lim;, 00 vo(7) =
L. Finalement on a bien, par opérations sur les limites, Vo € R\ {l,,,; : i € [0,5s" —s — 1]},

i (@) = 0 Fos 0y (2)

nhﬁngo Up () up (2)

s—1

H (w - lml)
i=0

’
s'—s—1

H (z _lmg)

=0

La limite est donc une fraction rationnelle avec le degré du numérateur s < dy et celui du dénominateur
s’ — s < dy (c’est évident par construction car on n’a que retiré des facteurs au possible). Il est de plus clair
qu’une suite de fractions rationnelles & valeur dans R ne peut que tendre vers une fonction a valeur dans R,
donc la fraction rationnelle limite est bien a valeur dans R.

Et enfin vu qu’elle est & valeur dans R, elle est en fait aussi bien a coefficients dans R. En effet, elle est au moins
a coefficients dans C au vu de la limite au dessus, et on peut donc écrire la fraction rationnelle f sous la forme
P19 avec P,Q,P',Q’ € R[X] (en séparant les parties réelles et imaginaires des coefficients). Cette derniére

PiQ’
: A P+iQ) (P —iQ’ PP +QQ'+i(QP' —Q'P PP’ ! P —Q'P
fraction est égale (1(3’+Z¢(§/))((P/—li%/) - (»QCIQD/#(SI2 2P) Donc Re(f) = ﬁgg et Im(f) = %
derniéres expressions sont bien des fractions rationnelles & coefficient dans R. Or f est a valeur dans R donc

Vo € R, f(x) = Re(f)(x), ce qui implique par rigidité f = %gg

car ces

qui est bien & coefficients réels. O

Corollaire 8 (Fermeture des fractions rationnelles de degré borné). Si une suite de fractions rationnelles
(fr)nen a coefficients dans R de degré inférieur ou égal & d est convergente, alors sa limite est elle-méme une
fraction rationnelle a coefficients dans R de inférieur ou égal a d.

Démonstration. Pour une suite (f,,)nen de degré borné d (a valeur dans Fy) convergente, parmi tous les couples
d’entiers naturels (dy,ds3) tels que m < d et n < d au moins un est tel que (f,)nen posséde une infinité de
fractions rationnelles de numérateur de degré m et de dénominateur de degré (dq, ds). En effet si ce n’était pas
le cas, vu qu’il y a un nombre fini de couples (d1, d2) avec chacune un nombre fini d’éléments dans la suite, on
aurait que la suite (fy)nen est finie ce qui n’est pas possible. On a donc une sous-suite (f,(n))nen (& valeurs
dans Fy) qui vérifie les hypothése de la proposition [8] elle admet donc comme limite une fraction rationnelle
I qui est toujours dans Fy, et par conséquent vu que (f,)nen est convergente elle converge aussi vers [, ce qui
montre bien que sa limite est aussi dans Fy et montre bien la fermeture. O

Un corollaire immédiat de ceci est que la fonction créneau n’est pas approximable par une suite de fractions
rationnelles. On peut cependant reprendre les idées de la démonstration ci-dessus pour montrer que cette fonction
la n’est pas approximable, mais en plus puissant en démontrant I'impossibilité en supposant la convergence
seulement pour un nombre fini de points.

Lemme 4. Soit P un polynéme de C[X] unitaire de degré n, et n+ 1 nombres complexes x1, ..., Tp41 distincts.
Alors

masc{|P(x)] i € [1,n]} > (min {;x oyl j}>

Démonstration. On note D = min {§|z; — ;| : i # j} (c’est la borne de I'énoncé). Pour tout r € C, si |r — ;] <
D pour un certain ¢, alors pour tout j on a [r —x;| > D. En effet par I'inégalité triangulaire |x; — 7|+ |r —z;| >
|z; — x| > 2D, or |x; —r|+ |r —z;| < D+ |r —x;| donc 2D < |r — x| + D c’est & dire |r — z;| > D.

On note (7;);e1,n] les racines (non-nécessairement distinctes) de P. On considére 'ensemble E = {(i, j) :
|z; —r;| < D}. Pour tout j € [1,n], on a démontré qu'’il existe au plus un i € [1,n + 1] tel que |z; —r;| < D,
or il y a au plus n valeurs de j possibles donc |E| < n. Mais on a aussi n + 1 valeurs de 4 possibles, donc par le
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principe des tiroirs il existe un iy qui n’apparait jamais dans F, c’est-a-dire Vj € [1,n], (i0,j) € E. Autrement
dit, Vj |z;, —r;] > D. Il en résulte que

max{|P(e;)| i € [1n]} > [P(ai,)| = [ las — il = [[ D= D"
j=1 j=1

O

Pour les polynomes dans R[X] on a en fait un résultat plus fort qu’on ne va pas complétement explicité ici,
car il ne nous est pas utile. En fait si on a des racines réelles z1 < z2 < ... < T,,, alors le produit HZL:1(~T —x;)
sera gros car on a : & — &y = & — Tj + S h_s |The1 — Tk > @ — 2 + (j — i) min{|z,, — x| : u # v}, et donc on
peut probablement obtenir un facteur pour la borne inférieure qui ressemble & (%) I. En prenant en compte que
chaque racine du polynome va de paire avec son conjugué, on doit pouvoir obtenir un résultat similaire.

Corollaire 9. Soit f une fraction rationnelle de coefficient dominant o ou les racines du dénominateur ont
un module borné par R > 0, de degré de numérateur a et de degré de dénominateur b. Soient m > a +b+ 1
complezxes distincts qu’on nomme x1, ..., Ty, alors il existe i tel que

min {|z; — x| : i # j}°
29(|xs| + R)®

|f ()] = |ef

Démonstration. Le dénominateur admet au plus b racines, donc parmi les a + b+ 1 complexes il y en au moins
a—+1 pour lesquels la fraction est bien définie. On a a+ 1 complexes pour a racines donc on applique le lemme [4]
pour trouver une borne pour le numérateur pour un certain z;. Ensuite on réécrit en extrayant le %, et pour le
dénominateur on a pour chacun de ses facteurs |z; —r;| < |2;|+|r;| < |z;|+ R donc il est majoré par (|z;|+ R)°,
ce qui minore le module de |f(z;)|. O

On a quelques variantes de ce résultat. En prenant les racines dans R au lieu de les prendre dans C la borne
inférieure est largement améliorable car les distances entre les x;, x; repassent beaucoup par les méme segments.
De méme si le polyndéme P est dans R[X], si un complexe est racine de P son conjugué 'est aussi ce qui est
une restriction forte et agrandit probablement la borne. La borne de la démonstration peut aussi étre améliorée
tout court car les cercles de rayon D et de centre x; ne se touchent pas, il y a de I’espace qui pourrait étre utilisé
dans la démonstration. On peut penser a l'utilisation d’un diagramme de Voronoi et de ses généralisations en
plus grande dimension pour voir quelles distances supplémentaires sont forcées.

On est maintenant en mesure d’améliorer la proposition 8| en affaiblissant I’hypothése de convergence.

Proposition 9 (Non-approximabilité de la fonction créneau.). Soit (f,)nen une suite de fractions rationnelles
de degré de numérateur a, de degré de dénominateurb, et m = 2(a+b)+1 réels x1, ..., py, tels que lim f,(x;) =0,
n—oo

alors f est la fraction nulle.

Démonstration. Tout comme dans la proposition on créée une sous-suite de (f,,) telle que les suites de racines
du numérateur et du dénominateur de la fraction sont soit bornées soit tendent vers +0o ou —oco. On a alors un
équivalent pour le produit/quotient des (x —r) pour r qui tend vers +0o qui ne dépend pas de z, qu’on combine
avec la suite «;, du coefficient dominant, et ce groupe de facteurs tend vers une limite [ (qui peut potentiellement
valoir 0 et +00). On note alors R la borne du module des racines du dénominateur pour la partie bornée. La
formule du corollaire |§| est indépendante des racines du numeérateur des termes de notre suite. Si on note a’ le
nombre de racines du numérateur dans la partie bornée et pareillement b’ pour le dénominateur, on a par le
lemme [4] qu’il existe z; tel que (indépendamment de n)

min {Ja; - @] : i # j}°

|fn(l'7)| 2 |l| 2al(|$“ +R)b/

Or fn(z;) converge vers 0 par hypothése, et le facteur de droite est non-nul, donc on en déduit que I = 0 ce qui
montre que toute la suite f,, converge vers la fraction nulle. O

Fixons m = 2(a + b) + 1 réels distincts de 0 et de 1 et tels que chacun des deux ensembles ]0,1[ et | —
00, 0[UJ]1, +00[ en contienne au moins un. On déduit de la proposition@ qu’aucune suite de fractions rationnelles
dont le numérateur est de degré a et le dénominateur de degré b ne peut converger simplement [3] vers la fonction
créneau en chacun de ces points.

Voici une version quantitative de cette propriété.
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Proposition 10 (Non-approximabilité quantitative de la fonction créneau.). Fizons m = 2(a + b) + 1 réels
X1y ..., Ty distincts de O et de 1 et tels que chacun des deux ensembles |0, 1] et ] — 0o, 0[J]1, +00[ en contienne
au moins un. Soit f une fraction rationnelle de numérateur P (unitaire), qui a pour degré a pour coefficients
(¢i)ie[o,a], €t de dénominateur Q (et de coefficients (d;)iefo,p) de degré b. On note e la fonction créneau. Alors
il existe i € [1,m] tel que

€o

min {|z; — z;| : i # j}°
d ) '
0

|f(z:) — g(xi)| > min( 20 (|| + R)b

Ch
]
.l

Avec k = max{i : p; — d; # 0}.

Démonstration. Par le principe des tiroirs, un des deux ensembles |0, 1] et |—oo, O[] 1, +oo] contient {MJ =

a+ b+ 1 points parmi les ;. Soient 7,5, ..., 2, ;| ces points.

Si ils appartiennent a ]0,1[, alors Vi, |f(z}) — g(x})] = |f(z}) — 1] et f—1 = Pé—Q est une fraction ration-
nelle. En prenant k& = max{i : ¢; — d; # 0}, le coefficient dominant de P — @ est ¢ — dj, et celui de Q est d,
donc le coefficient dominant de f est o/ = % = ;—i —1. Donc compte tenu du fait qu'ily a a+b+1 > o’ +b+1
nombres dans cet intervalle, d’aprés le corollaire @ il existe [ (avec x; = x; pour un certain ) tel que :

. 3 . a . . .
mln{\xé —x;\ 1 753} > o] min {|z; — ;| : i # j}°

Flat) =) 2 1ol =0 2¢([ar [ + R)?

D’ailleurs vu que |zj| = |z;| < 1, I'inégalité reste vraie avec le dénominateur 2(1 + R™).

S’ils appartiennent a | — 0o, 0[U]1, +o0], alors |f(x}) — g(a})| = |f(z})| et f est une fraction rationnelle, de
coefficient dominant o = 2—‘;. Donc compte tenu du fait qu’il y a a + b + 1 nombres dans cet ensemble, d’aprés
le corollaire @ il existe I (et 7 tel que z; = x;) tel que :

min{|x/»—x’-|:i7$j}a min {|z; — z;| 1 i # j}°
[f (1) = g(z1)| = |a PP > o TP A
20(|a7| + R) 2¢(|z;| + R)
On remarque que les deux bornes inférieures obtenues dans les deux cas restes vraies (par simple transitivité)

en remplagant « et @ par min(|al,|a’|) = min(|1 — |, £2), ce qui conclut.

di 1’ do
]

5 Autres questionnements

Cette section traite de questionnements découlant de précédent qu’on n’a pas traité jugsu’au bout. Il se peut
que de nombreuses pistes données ici soient non-pertinentes.

5.1 Approximabilité des fonctions continues

Dans la section 3.2, on a démontré qu’on pouvait approximer des fonctions uniforméments continues par des
fractions rationnelles (donc en particulier des fonctions continues sur un intervalle par le théoréme de Heine).
Mais que dire des fonctions qui ne sont pas forcément uniformément continues? Cette question n’a pas été
cherchée. Mais dans le cas des fonctions continues on peut se douter qu’on pourra simplement les approximer
sur des segments de R, et aprés a voir a quel point 'approximation devient mauvaise a coté. Certaines fonctions
ne sont probablement pas approximable sur R, comme la fonction exponentielle, au vu de ses limites qui ne sont
pas cohérentes avec celles qu’on obtient avec les fractions rationnelles.

5.2 Optimalité de la solution

On sait que la fonction créneau n’est pas approximable par des fractions rationnelles de degré borné.
L’exemple ci-dessus est-il "optimal" ? L’exemple ne donne qu’une approximation pour les fractions rationnelles
de degré (1,2n) et pas pour les autres, mais on peut se demander si on peut faire mieux ? Existe-t-il d’autres
fractions rationnelles de degré (1,2n) qui approximent mieux la fonction créneau ?

Pour répondre & cette question il faut choisir comment on va mesurer cette approximation. Tout d’abord
on remarque que la fonction créneau est "plate" sur 3 intervalles différents, il semble alors plus simple d’étudier
I’approximation de la fonction nulle par des fractions rationnelles. Le cas est différent car sans discontinuité,
mais on peut déja essayer de voir & quel point une partie "plate" n’est pas approximable. Ensuite, il faut choisir
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un intervalle sur laquelle mesurer U'erreur. Si on a f une fraction rationnelle de degré au plus (a,b), la fonction
x — f(z+s) (ou s est un "shift" suffisament grand) aura intuitivement la méme erreur mais sur une autre
partie de la fonction, un choix judicieux semble alors R. Mais alors fj—;o f(t)dt sera souvent infinie. Pour cela
on décide de ne prendre que les fractions rationnelles de degré (a,b) avec a < b < B (o B est notre borne sur
le degré) de telle fagon a ce que lim, 4 f(x) = 0. Il faut aussi exclure les fractions rationnelles avec les poles
dans R. On note enfin que si b — a = 1, 'intégrale est toujours infinie, on résout ce probléme en prenant ITEQ

(indice d’erreur quadratique) :
+oo
[ swra

— 00

(pour f € F' qui est l'ensemble des fonctions respectant les conditions ci-dessus), en effet [ w% converge
seulement si o > 1.

Maintenant qu’on a un indice bien défini pour toute une classe de fonction, il faut exclure les cas triviaux.
Si on a une suite (f,) de fractions rationnelles telles que leur coefficient dominant «,, tend vers 0, la fraction
tend vers la fonction nulle [pas tout a fait vrai], on demande donc que f soit unitaire. Aussi si les racines des
dénominateurs des f,, ont un module non-borné, la suite peut trivialement tendre vers la fonction nulle. On
demande alors a ce que les racines des dénominateurs des f,, ont un module borné de R.

On note Fi(R) 'ensembles des fractions rationnelles qui respectent toutes les conditions ci-dessus et l'indice
d’erreur IE : 7/ — R™ défini comme l'intégrale ci-dessus.

5.2.1 Calcul pour approximation de la fonction nulle

On cherche tout simplement min IE en fonction de B et R.
On procéde a une décomposition en éléments simples. Vu que le dénominateur n’a pas de racine réelle, on
obtient seulement des éléments simples de seconde forme :

Qi mI + bi,m
(% + pi + 4o)”

On décompose :
Aim 2x + pi bi,m - %ai,mpi
2 (@+pa+a)m™ (@ +pa+a)™
On a deux cas, si m > 2 alors la primitive de W&% 1_m)(x2+;ﬂ+qi)
+00 et —oo sont 0, on peut alors I'ignorer. Sinon sa primitive est In(z? + p;x + ¢). Quant au second terme, en
oubliant le coefficient, on peut le réécrire, avec A; = 4p? — ¢; > 0 (car le dénominateur est irréductible) :

1
((a: +3pi)2 + (3 fAi)Q)m

étant -1 —, et ses limites en

L’intégrale étant évaluée de —oo & 400, le changement de variable X =z + %pi ne change rien. Le nouveau

changement de variable X + —2X

nous rameéne 4 évaluer :
e

2 2m—1 “+o0 1
=) | et
V&) L. @Er
Ot une rapide intégration par partie montre :
—+oo —+oo
1 2m — 3 1
/ do= o | e
oo (@2 1) 2m —2 J_ (x24+1)m1

Ce qui méne par itération a la formule (en prenant la convention (—1)! =0l =1) :

/+°° 1 (2m—3)!!/+°o 1 (2m — 3)!! too (2m — 3)!

P T Gmoan | L TEar T @m o @l =T

En bref, sim >2on a:

T T + bim 1 (2m — 3)!! 2\t
B A =
o (@24 Dpiz+q;) 2 (2m — 2)!! —A;

Et sinon, on s’est ramené a ’expression

(2b;1 — a;1pi1)m
A,

@
% In(z? + pix + q;) +
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5.3 Approximation avec les primitives

Soit F» 'ensemble des fractions rationnelles de degré au plus (1,2), et ZF2 'ensemble de leurs primitives.
On observe quelque chose d’étonnant : on sait que arctanaz = [ @%de (primitive connue), ce qui signifie
que la classe {x — arctanaz : a € R} est incluse dans celle des primitives de fractions rationnelles. Or :

- .
5 six >0,
lim arctanax =< 0 six =0,
a—r o0
-5 siz <.

On calcule alors que, avec lim,,_, o a,, = +00, la suite de fonctions dans I}"§

arctan(a,x) — arctan(a,(z — 1))

fu(z) =

™

tend vers la fonction créneau.

Questions : On a démontré précédemment que ’ensemble des fractions rationnelles pour un degré borné était
stable par limite ; par additivité de l'intégrale, on a I'impression que cela devrait rester vrai pour les primitives.
Pourquoi ce n’est pas le cas ? Décrire ’ensemble des fonctions ZF 5 7 Méme question pour son adhérence 7 Mémes
questions pour Fo +ZF5?

On a quelques éléments de réponses. Tout d’abord la proposition [§] nous explique que les fractions ration-
nelles de degré borné sont stables "par limite" & I'exception d’un nombre fini de points. En fait, si z € R on

a:
. a 0 siz#0
im ————— = .
a—+oo (ax)? 41 +oo six=0
En effet, si z # 0, on a (M)#QH et &= i, donc ¢a tend bien vers 0. Mais si z = 0 alors @%_ﬂ = a et tend

bien vers +o00. On remarque bien que la fonction tend vers la fraction rationnelle %, sauf en le point x = 0. On
a en fait le théoréme suivant plus général :

Théoréme 5. Soit f = g (avec P non-nul) une fraction rationnelle de degré a au numérateur, b au dé-
nominateur, et de racines distinctes au dénominateur (q;)ieqi,p)- Soit une suite (a;)iepp) @ b €léments dans
R U {—o00,400}. Alors il existe une suite (fr)nen+ de fractions rationnelles de degré de numérateur a +b et de
degré de dénominateur 2b, telle que Vo € R\ {q; : i € [1,b]},limy, 400 fn(z) = f(2) et Vi, limp, 400 fn(g) = a;.

Démonstration. On va trouver une suite (gn)nen< de fractions rationnelles (de degré de numérateur b et de

dénominateur 2b) telles que Vo € R\ {¢; : ¢ € [1,b]},limy— 00 gn(z) = Q%x) et Vi, limg, o0 gn(gq;) = ai, ce qui

nous permettra de conclure en prenant f,, = Pg,. Pour cela on prend

(I - p1,n)($ - p2,n)-~-(1' - pb,n)
({I? - Q1,n)2(‘r - q2,n)2~~~(x - qb,n)2

n =

Avec 'idée que Vi,lim, 4 oo Pin = limy 400 i = ¢; et donc que Vo € \R\ {g; : ¢ € [1,0]}, gn(x) = g((ﬁ)z =

ﬁ. Il faut maintenant choisir les bonnes "vitesses de convergence" et expliciter les suites pour avoir les bonnes
Q
z—qi’

donc que ﬁ soit bien défini (les racines étant distinctes). On étudie alors ce qui se passe quand x = g;.

valeurs au niveau des singularités. On notera @Q; le polynome @Q; = de telle fagon a ce que Q;(¢;) # 0,

b

gnlq) = (¢ = P1,n) (@i — P2,n) (¢ — Do) _ %~ Pin Hk:l,k;éi((h — Pk,n)

T = 10)2(0 — 2n) (@ — @n)? (66— Gin)? I (gi — 2
k=1,ki\di Qe,n)

En particulier par produit des des limites on a :

qi — Pin ) Qi((h) _ lim qi — Pin
Qi(¢:)?  Qi(gi) n—o+oo (¢ — ¢in)?

Jim gn(g:) = (ﬂlfoo (¢ — Gin)?

C’est-a-dire qu’il suffit que

— lim LT Pin_

(ZlQi(ql) - nll}lloo <QZ - qi,n)2

aiQi(a:)
n2

Si a; est un réel on peut obtenir cette limite. Pour ¢a on pose p; , = ¢; — et ¢in = q; — % On a bien

limn—)Jroo Pin = hmn—)+<>o qi;n = qi, et :

Qi—(qz'_%é(qi)) Qs (g;)

x _4i —Pin .
Vn € N*, no— ] - Qg
" (Qi _Qi7n)2 nﬁlrj{loo (Qi 7 (Qi _ l)2 (%)2 a Q (Q)




En particulier, la limite du terme de gauche est bien a;Q;(g;). Pour le cas ol a; = 400, on peut prendre
1

Pin = ¢;— = et q;,, = ¢;— + par exemple, on aura alors % = - = n qui tend bien vers +00 = +00Q;(¢;),
i—Gin =

et pour a; = —oo la méme mais avec g; , = ¢; + %, le quotient fera —n. En fait on remarque que toutes les

limites précédentes dans la démonstration sont bien vérifiées; on vérifie bien ’énoncé avec cette construction

des (pin)nen« et des (¢in)nen+. Ce qui conclut ! O

Quelques notes sur ce théoréme.
Note 1 : la démonstration ci-dessus n’est pas tout a fait correcte car g, n’est pas bien défini pour tout = (les
racines au dénominateur empéche ¢a), mais on peut aisément voir qu’on peut prendre la limite a partir d’un
certain rang N ou ce sera bien défini et on sera bon (on a le méme probléme dans la section .
Note 2 : pour le cas ou () peut avoir des racines multiples, la démonstration est probablement assez aisément
apdatable, il suffit de les grouper en terme de la forme (x — p; 1 )* (o b est le degré compté sans les multipli-
cités), poser Q; = ﬁ, et controler un peu différemment le quotient selon a.

On peut en fait aller un peu plus loin comme le théoréme Comme on a vu la suite [,,(z) = (mc)% de

fractions rationnelles tend vers 0 partout sauf en z = 0 oul elle tend vers +o0o. On peut aussi considérer la suite
R,
translations/agrandissements/réductions de ,, et m,, on peut obtenir des suites de fractions rationnelles de
degré borné qui tendent vers 0 partout sauf en un nombre fini de points ou on choisit la valeur qu’ils doivent
prendre a la limite (dont +00 et —o0). On peut ensuite, si on le souhaite, ajouter cette suite a une suite de
fractions rationnelles, et donc obtenir des discontinuités en d’autres points que seulement les singularités : on

peut toujours controler la valeur d’'un nombre de fini de points de la limite, et ce quelques soient ces points.

my(x) = qui cette-fois-ci tend partout vers 0 sauf en 2 = 0 ot elle tend vers 1. Ainsi en sommant des

Mais quel est le rapport avec 'intégrale ? En fait, méme si nous n’avons encore tout quantifier (donc le pa-
ragraphe suivant est explicatif et ne se veut pas rigoureux), le fait que @%ﬂ tende vers 400 nous montre
qu’il y a graphiquement un "pic" en z = 0, dont la hauteur augmente probablement quand a augmente. En
particulier si | — e, +¢[ est un intervalle autour de 0, [intégrale de @%ﬂ sur cet intervalle] quand a tend
vers +o0o va tendre vers une valeur, ici quelque chose d’'un peu plus petit de 7. En particulier quand on prend
Iintégrale de (M%H sur R, en l'interprétant comme l'aire sous la courbe, au début I’aire sous la courbe est
petite, puis le "pic" a une aire d’environ 1, et laire aprés étant proche de 0, on a une aire totale qui va valoir
m une fois le pic passé, ce qui explique qu’on va bien obtenir une fonction qui vaut 0 pour z < —e et 7 pour
x > ¢, et quelque chose entre les deux en x = 0. En prenant la constante d’intégration C' = —3 on arrive bel
et bien a expliquer le phénoméne. On peut ensuite probablement utiliser cette remarque et le théoréme 5/les

notes, pour répondre aux questions en quantifiant correctement les choses.

5.4 Autres et applications

On a plein d’autres questions a explorer. Comme les développements limités fournissent de trés bonnes ap-
proximations, existe-t-il des fractions rationnelles qui en fournissent de meilleures dans un certains cas? (On
sait qu’il y a déja des méthodes étudiées comme les approximants de Padé, mais on peut peut-étre creuser un
peu plus de notre coté.)

Une question importante qu’on n’a pas non plus beaucoup exploré est le cas ot on demande que la dérivée
soit bornée. Dans 1’énoncé du sujet, on veut trouver un profil "smooth" pour la fonction créneau. Mais donc une
trés bonne approximation de la fonction créneau étant trop "sharp", il serait intéressant de définir la "smooth-
ness" d’une fonction dérivable par le supremum de la valeur absolue de sa dérivée : sup{|f'(z)| : € R}. On
peut alors étudier et tenter de quantifier 'impact d’une telle limitation sur les approximations de la fonction
créneau, notamment au sens de 'IEA. Quelques remarques simples peuvent étre faites pour les fonctions de
classe C! avec une borne probable qu’on peut conjecturer (en remplagant les "murs" de la fonction créneau par
des segments de smoothness «, ¢a donne une approximation sympatique). Mais on n’est pas allé plus loin.

Enfin pour conclure cet article, on note qu’il se pourrait qu’il y ait une application dans la vraie vie & nos
recherches! En informatique, on peut avoir besoin de calculer certaines fonctions qui sont définies par morceau.
Notamment, dans les jeux-vidéos, on peut représenter des objets (comme des tables, des maisons, des personnes,
des baguettes magiques, des armes...) avec des polyédres a faces triangulaires, qui ressemblent donc & des fonc-
tions définies par morceau (on peut siirement se ramener a ¢a). En particulier pour un niveau de graphisme il
y a un grand nombre de telles faces. Pour les afficher, il faut donc probablement un grand nombre de if/else
statements. Comme nous ’a fait remarqué un auditeur durant notre conférence du congrés MATh.en.JEANS,
ces if/else statements sont difficiles & gérer et prennent en général beaucoup plus de temps a étre exécutés que
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des opérations d’addition et multiplication. D’ou 'utilité d’approximer des fonctions définies par morceau par
des polynomes ou des fractions rationnelles! (Et de savoir quantifier & quelles point ces approximations peuvent
étre bonnes en chaque point.)

Seulement ce doit étre relativisé car les approximations données dans cet article, bien qu’effectives, semblent
assez inefficaces et leur portée semble plutot théorique. Nous avons peu exploré les potentielles applications
(différence d’efficacité de calcul de ces fonctions) de nos recherches.

6 Conclusion et remerciements

Au final, nous avons bien identifié une bonne approximation de la fonction créneau. Nous avons donné une
définition qui semble satisfaisante de la notion d’approximation, en expliquant que cela dépend d’une mesure
appelé I'indice d’approximation, dont on a étudié certains cas pour démontrer des approximabilités. En parti-
culier on a trouvé que les fractions rationnelles de degré borné n’approximaient pas la fonction créneau méme
dans un sens fort d’aire sous la courbe, mais que c’était par contre le cas quand le degré n’était pas borné, sauf
pour le cas d’une approximation ou les fonctions convergent uniformément. Cela nous a permis de généraliser :
on a une facon effective d’approximer certaines fonctions continues par des fractions rationnelles, ce qui permet
d’aller plus loin que la fonction créneau. Pour une approximation quelconque de la fonction créneau, on a un
peu mesuré a quel point elle devait étre mauvaise : dans le cas d’un degré non-borné, on a un supremum de
I’erreur en chaque point qui va étre d’au moins % (lié a la non-continuité), et dans le cas du degré borné, on peut
montrer que pour un ensemble petit de points F, au moins un des points sera mal approximé par une quantité
proportionnelle & la distance minimale entre les points de E et inversement proportionnelle a 1’éloignement
maximal entre ces points & la puissance du degré du dénominateur de la fraction rationnelle. En dehors de
I’approximation canonique pour laquelle on peut siirement étudier 'erreur au sens de l'aire sous la courbe, on
n’a pas pu quantifier I’erreur minimale pour une approximation quelconque de degré borné en ce méme sens :
il reste des recherches a faire. Quant au fait que les primitives de fractions rationnelles de degré borné peuvent
quant a elles approximer la fonction créneau, on 'explique (mais pas totalement) grace a une étude des défauts
d’approximation en un nombre fini de points des fractions rationnelles, qui provoquent des discontinuités. Enfin,
des pistes sont données, mais le présent article ne répond pas au compromis d’une approximation lisse de la
fonction créneau. En outre le sujet de 'approximation de fonctions semble riche et complexe, et le cas particulier
des fractions rationnelles nous apprend que ’on peut approximer plus de fonctions (notamment celles avec pour
limites 0 en 400, ce qui a un avantage par rapport aux polyndémes, voir théoréme , mais les approximations
sont difficiles & quantifier, et vérifier 'optimalité des approximations est complexe, ceci étant dit 'article semble
donné un panorama suffisant pour expliquer dans de nombreux cas 'existence ou la non-existence d’approxi-
mations.

Nous tenons a remercier tout d’abord tous ceux ayant participer au projet (en introduction . Les relec-
teurs/correcteurs : Adrien Israél, Noé Fisher mais aussi (surtout) notre professeur et chercheur référent Pierre
Pansu qui a corrigé beaucoup de choses. Merci a tous ceux ayant écouté nos recherches/fait des remarques
incluant d’abord les autres membres de MATh.en.JEANS Paris-Saclay, puis quelques camarades de promotion
des LDD1 IM/MP de la faculté, et tous ceux ayant écouté notre sujet durant le lcongrés MATh.en.JEANS Ile-
de-France 2023, notamment la personne ayant fait la remarque sur I'application en informatique. On remercie
aussi tous ceux qui nous ont motivé pour ce projet de recherhe (notamment, pour Aurélien, sa famille). Merci
aussi énormément au lecteur pour étre arrivé jusqu’a la fin de ces trés longues 24+ pages, si vous avez des
questions/des propositions, ou si vous voulez contacter les auteurs, emailez aurelienperdriaud@gmail.com|!
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