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Enoncé : On choisit un nombre. On prend comme régle du jeu de faire la somme des carrés
de ses chiffres. Le but étant de prouver [’existence d’une boucle ¢’est-a-dire qu’a un certain

moment on retrouve un nombre déja rencontré auparavant.

*Prenons I’exemple du nombre 22.

2 > +0=8 =64 > 6 +42=52 > +22=29 > 22 +P=85->8+5 =89 > §+9 =145

145 > P+ P+ =42 5 £+22=20 > 2+ =4 > £=16 > 1> +6' =37 > P+ 7" =58

Dans cet exemple, nous trouvons le nombre 58. La somme des carrés de 5 8 et 85 étant la méme, on peut

donc en déduire que le nombre 22 boucle en 58 / 85.

*Etudions un autre exemple : 100.

100 - 12+ 02+ 0P=1—-1?=1
Dans cet exemple, nous retrouvons le chiffre 1 dont la somme au carré est toujours égale a 1 c’est-a-dire 1.

On peut donc en déduire que le nombre 100 boucle en 1.

*Etudions le cas du nombre : 1234,

1234 - 124+ 22+ 32+ 47 =30432+®’=9-—>@2:81%82+1”ﬂ65—>62+52=6}ﬁ»62+i2=37
37—>32+72—*—‘38—>8?u—>§£§ﬁ42—>20->4—~>16-—>3’7%58

Dans ce cas, nous retrouvons le nombre 58 déja rencontré auparavant.
On peut donc en déduire que le nombre 1234 boucle en 5 8/85.

Nous avons ainsi étudié tous les nombres de 1 4 162 et nous nous sommes apergus que pour tous ces

nombres, la somme des carrés de leurs chiffres forme une boucle.
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*Pour un nombre de 4 chiffres:n=4

Le plus grand nombre & 4 chiffres étant 9999, la somme des carrés de ses chiffres sera alors la plus grande
que nous pourrons rencontrer a savoir 9>+ 9+ 9>+ P =nx 9

=4x9

=324

Donc pour un nombre & n = 4 chiffres, le plus grand nombre que nous retrouverons dans le cycle sera 324.

»s, les nombres que nous allons rencontrer dans

Da

Nous pouvons en déduire que pour un nombre a n = 4 chi

el ne Aé coprr maa 11 = 2 shiffrac
vcle ne dépasseront pas n = 3 chifires.

*Pour un nombre de 3 chiffres :n=3

Le plus grand nombre & 3 chiffres étant 999, de méme que précédemment, la somme des carrés de ses
chiffres sera alors la plus grande que nous pourrons renconirer a savoir : 9* + 9% + P=nxP

=3x9

=243

Done pour un nombre & n =3 chiffres, le plus grand nombre que nous retrouverons dans le cycle sera 243.
Nous pouvons alors en déduire que pour un nombre a n = 3 chiffres, les nombres que nous alions

Hires

4 2 A At
c {,:C]J ne depasserons pasn = > ChITires.

rement restreint.

[.e nombre de possibilités sera alors prog



Nous avons vu que pour un nombre 2 4 chiffres, le plus grand nombre rencontré dans le cycle est 324.
Or la somme des carrés des chiffres de 324 sera inférieure a celle de 399 ¢’est-a-dire 4 3+ 9* + 9> =171.

Or la somme des carrés des chiffres de 171 est elle-méme inférieure a celle de 199, ¢’est-a-dire a 12 + 9* +
92 = 163.

Or on sait que tous les nombres de 1 & 162 bouclent soient en 58 / 85 soit en 1.

Conclusion : Nous pouvens conclure que dans tous les cas nous allons étre enfermés dans un

ensemble fini dont on élimine peu i peu des éléments et que donc nous allons retrouver un nombre
déja rencontré auparavant. On peut affirmer que tous les nombres formeront une boucle qui sera
soit en 58 / 85 soit en 1 et non d’un autre type. (O)

Nous pouvons méme dire que Ia majorité des nombres comme 20 ; 200 : 2000 ; 30 ; 15; 123 ou
encore 74 ou méme 26 bouclera en 58 / 85

En ce qui concerne les nombres bouclant en 1, on trouve 1 ; 10 ; 100 ¢’est-a-dire les puissances de 10,
ou encore des nombres comme 86, 97 ou encore 133, et méme 139.

N=abc
1
a’+b*+¢? 10
100

Par exemple, 1; 13 ;31;103 ;301 ; 10 ; 100 bouclent en 1.

1

10————1
me/
i— - .1

\

31

86 100

\

68
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Voici le tableau récapitulatif des nombres de 1 a 162 et de leur type de boucle :

1 2 3 4 5 6 7 8 S
10 11 12 13 i4 15 16 17 18 19
20 21 22 23 24 25 26 27 28 29
30 31 32 33 34 35 36 37 38 39
40 41 42 43 44 45 46 47 43 49
50 51 52 53 54 55 56 57 58 58
60 61 62 63 64 65 66 67 68 69
70 71 72 73 74 75 76 77 78 78
80 81 82 83 84 85 86 87 838 89
90 91 92 93 94 85 96 97 98 99
100 101 102 103 104 105 106 107 108 109
110 111 112 113 114 115 116 117 118 119
120 121 122 123 124 125 126 127 128 129
130 131 132 133 134 135 136 137 138 139
140 141 142 143 144 145 146 147 148 149
150 151 152 153 154 155 156 157 i58 159
160 161 162

¢ Nombres qui bouclenten 1

¢ Nombres qui bouclent en 58/85.

Tentons de démontrer [’existence de cette boucle.

Soit n le nombre de chiffres composant un nombre.



En effectuant, la somme des carrés, on perd au moins un chiffre.

N= Ay e oee Ay

Somme des carrés des chiffres de N <81 n (2)

On sait que a; <9

A

o Q
us 7

a, =<9 caron travaille en base 10.

Alorsona:a®+a,>+.....+a,”<9n

Ona:a?+a*+.....+a,” <8l n.

On sait que cette somme posséde moins de n chiffres.

Or on veut que 81 n<10""1

11 suffit alors de montrer que : 81 n <100 n

dés que

C’est-a-dire qu’il suffit de montrer que n < 10™ 3.

P10t

n<

1011—1

+1@3

Valeurs de n TP
1

4 10

5 100

6 1000

X10

(1)

(3)
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Tentons de prouver par récurrence I’existence de cette boucle

D’aprés I’observation du tableau ci-dessus, on peut dire que pour n = 3, la propriété est fausse c’est-a-dire
que n n’est pas inférieur 4 1073,

Alors, la propriété est vraie a partir de n = 4.

Posons :k=n—3,pourk>0

Valeurs de k k+3 10%
0 3 1
1 4 10
2 5 100
3 6 1000

(4)

Objectif : Montrer que 81 n<10™71

Implication d’hérédité :
On suppose que ( P, ) est vraie c’est-a-dire que n < 10™73.

k+3<10k

(Ppyp):(k+1)+3 <10

vl L2105

Or: (P, )x10:10x (k+3)<10%x 10

: 10k +30 < 10%+1
Ork+4<10k+30 car 10k+30=(k+4)+9% +26

Donc k+4<10k+30< 10%*!

Aveck=n-3,n+1<10n+30<10"?
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Donc, si on divise par 10 :

On obtient (P,41) ¢’est-a-dire : n+ 1 <10™ 2

Alors (P, 44) est vraie

Conclusion : (B, ) est vraie, donc ;: pourn=>4,n < 10™ 2,

(5)

Notes de I'éditeur :

(0) il s'agit des nombres d'au plus 4 chiffres

(1) c'est ce qu'on veut démontrer; on voit une contradiction avec
I'étude du cas 1234 ( 89-145 surligné bleu)

(2) On va démontrer ce résultat

(3) La somme des carrés perd un chiffre se traduit en disant qu'elle
est inférieure a 10 exposant n-1

et finalement par n inférieur a 10 exposant n-3

(4) Ici, débute une récurrence afin de démontrer que n est inférieur a
10 exposant n-3 a partir de n=4

(5) Ce nombre doit avoir au moins 4 chiffres.
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