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Introduction - U’addition et la multiplication sont des opérations généralement bien connues et

considérées comme simples. Changeons les régles du jeu :

e transformons la multiplication classique en addition: x @ y = x + y.
e transformons |'addition classique en la prise du maximum : x @ y = max(x; y).

Ces nouvelles opérations, entourées, seront appelées les « opérations tropicales » et définissent le
« monde tropical ».

C’est un chercheur brésilien - Imre Simon - qui a développé le travail sur ces nouvelles opérations. Le
nom de « géométrie tropicale » fait allusion a son pays...

Dans le cadre de MATh.en.Jeans, il nous a été proposé d’étudier le monde tropical. Nous nous
sommes alors appuyés sur cette question :

Comment fonctionne la géométrie des droites (ou plus généralement des courbes) dans le monde
tropical ?

Voici le plan de notre travail :

I Régles de calcul

Il. Que deviennent les représentations graphiques ?
1) Les équations cartésiennes de droites dans le plan
2) Les équations cartésiennes de droites dans I'espace

3) Passons au degré supérieur...
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I. lesrégles de calculs

Rappelons que : {

xQy=x+y
x @y =max(x;y)’

Voici quelques exemples pour mieux comprendre :

Dans le monde « habituel »

Dans le monde tropical

2+1=3

201 =max(2;1) =2

2Xx5=10

2Q5=2+5=7

Dans le monde tropical nous pouvons constater qu’il existe également deux éléments neutres

différents pour les opérations :

Dans le monde « habituel »

Dans le monde tropical

Vx ER, x+0=x
L’élément neutre pour I'addition +est 0.

Dans R I'addition tropicale n’admet pas
d’élément neutre. Cependant —oo pourrait jouer
ce rble puisqu’il est plus petit que tous les
nombres réels. Placons-nous dans le nouvel
ensemble T = R U {—}; alors I'élément
neutre pour I'addition @ est —oo :

Vx €T, x @ (—») = max(x; —») = x

Vx € R, xX1=x
L’élément neutre pour la multiplication X est 1

Vx € R, xQ®0=x+0=x
L’élément neutre pour la multiplication @ est 0.

Remargque : dans le monde « habituel » I'opération réciproque de I’addition est la soustraction.

Cependant dans le monde tropical, elle n’existe p

as.

Regardons maintenant ce que ces modifications entrainent sur les régles de calculs :

Dans le monde « habituel »

Dans le monde tropical

La commutativité | Pour 'addition :
Vx,y €R,
xt+ty=y+x

Pour la multiplication :

Pour I'addition :
Vx,y ER,
x @y =max(x;y) =max(y;x) =y P x

Pour la multiplication :

Vx,y € R, vx,y € R,
XXYy=yXx XxQy=x+y=y+x=yQx
La distributivité V(x,a,b) € R3, Montrons que pour tous réels x,a et b,

xX(@a+bhb)=xXa+xXb

xR@Pb=xRaPxRb:

xQ (a @ b) = x + max(a; b)
EExQ@aPx@®b=((x+a) D (x+b)
=max(x + a;x + b)
Sia=b,xQ®(@Bb)=xQa=x+a
Etmax(x +a;x+b)=x+a
De méme lorsque b = a

Donc:|x®(aEBb)=x®aEBx®b|
(1)
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Dans le monde

. Dans le monde tropical
« habituel » p

L’associativité Vx,y,Z € R Montrons que :
x+y)tz=x+@+2) Vi, viZzER(xBy)Pz=xB (yP z)

=x+ytz Six >y :alorsmax(x;y) =x
Ainsi, x®y)Dz=xDz
De plus: x @ (y @ z) = max(x ; max(y, z))
=max(x;y;z)
=max(x;z)=x Pz
puisque x = y.

Donc:(xD (y B 2)=(xDy) D z|

On procederait de méme poury > x
(4)

(2)
Apres avoir effectué plusieurs essais, nous avons constaté que certaines formules, comme les

identités remarquables, différent.

Notation : on conviendra que pourtousx € Retn € N*,ona:
= x@x® ...Qx et x°=0
D ———— ———

n fois...

Nous avons conjecturé puis démontré que pour tous réelsa et b et toutn € N :
|(a®b)™ = n x max(a; b)|
Preuve : sin = 0 le résultat est trivial. Sinon, pour tous (a, b) € R?> etn € N* :

@®NH=a@®h®@B®bQ..Q (ad®b)
n fois...
=(@®b)+(@a®b)+--+(a®db)
n fois...

=nxX(a®b)

C'est-a-dire, comme attendu :|(a @® b)™ = n x max(a; b)|

Cette formule mélange cependant des opérations « habituelles » et tropicales. Nous avons donc
cherché une expression « entierement tropicale », s’apparentant au bin6me de Newton du cadre
« habituel ». Nous avons obtenu :

n

V(a,b) ERZ,VnEN, (a®b)E= @0 (am ® b@)

Preuve : soient (a, b) € R2. On va raisonner par récurrence.

n r} r}
Notons,pourn € N:  (P,):"(a @ b)® = l.e_BO (a ® b) "
Initialisation : pourn = 0,0na: (a @ b)@ = 0 par convention,

0
_@O(a®b)=a@®b@=0®0=0

0 ] ]
Donc: (a @ b)@ = 190 (a ® b) et on a bien vérifié que (Py) est vraie. (3)

n
Hérédité : supposons que la propriété (P,) : "(a @ b)® = i@o (a (%) b) " est vraie pour un

certain entier n.
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Alors : (a @ b) =@®bhUR (@a®b) = [éo (a (03] b)] ® (adb) d’apres (P,).
Puis:  (a @bt = [éo (e b)] Qad [éo (e b)] ®b
= [ ® (a ® b)] @ [éo (a ® b)]

E=0

n-1

& (a@ bp)ptl = (iiBo (a ® b)) ® (a2 @ ) @ (¥ @ b2t @ <i§1 (a ® b))

= (él (e b)) @ (™1 @ b0 @ (a¥ @ pFH) @ (é Coky== ))

- &, (D)
= (1 @ b)) @ (d9 ® b)) @ (iélal (a ® b)) D (ié (a ® b))

= (dlen=re)

_ (@ @ HED) @ (ié (e b)) & (™1 g b0
e (ad b) = 1:%: (a@ ® b) Cest (Ppy1)!

Donc la propriété (P,) est héréditaire, et par le principe de récurrence, (P,) est vraie pour toutn € N :
n

V(a,b) ERZ,VneN, (a®b)® = i @0 (alﬂ ® b)

(8) (5)

Il. Que deviennent les représentations graphiques ?

1) Les équations cartésiennes de droites dans le plan

Dans le monde « habituel » Dans le monde tropical

Une équation cartésienne de Une équation de droite est réduite a la forme :

droite est de la forme : aQ@xDbRyBc cestadire: max(a+x;b+y;c)
aXx+bXxy+c=0 Il faut déterminer les domaines de prédominance de chaque terme :

e a+x>b+y ©y<x+4+a-—->b

Et sa représentation dans un e atx>cox>c—a

repere du plan est une droite : e b+y>coy>c—h .
Ainsi, I'expression a + x domine . bty
lorsque : ymob 1
y<x+a
De méme, I'expression b + y IR
dominelorsque: [ S,
y>c—bety>a—b+x.
Et I'expression ¢ domine lorsque: y < c—b et x < ¢ — a.

On obtient alors le graphique ci-dessus, avec les domaines de
prédominance en couleur, et les « arétes » qui les délimitent.
Ces « arétes » constituent une « droite tropicale » !

MATh.en.JEANS 2013-2014 Lycée Odilon Redon, Pauillac 4



Remarque : On a pu constater, que pour tracer une droite tropicale, il suffit de connaitre les
coordonnées du sommet (point d’intersection des trois demi-droites constituant la « droite
tropicale ») (6). En effet, avec la résolution générale faite dans le tableau précédent, on
constate que les trois directions d’une droite tropicale sont toujours les mémes :

o Une direction verticale et vers le bas (x = ¢ — a)

o Une direction horizontale et vers la gauche (y = ¢ — b)

o Une direction oblique (coefficient directeur 1) et vers la droite (y = x + a — b)

Nous avons implémenté sous Algobox un algorithme nous permettant de représenter des droites
tropicales dans le plan, a partir des valeurs des coefficients a, b et ¢ de I'équation cartésienne a Q

xPbRyDc.

Poura = 3,5,b = 6 et c = —2, I'algorithme fournit
¥ VARIABLES le graphique suivant :

|-a EST_DU_TYPE NOMERE
-b EST_DU_TYPE NOMERE
I-c EST_DU_TYPE NOMBRE -
I-Xi EST_DU_TYPE NOMBRE
L_Yi EST_DU_TYPE NOMBRE
v DEBUT_ALGORITHME
~LIRE a
—LIRE b
~LIRE ¢
I~Xi PREND_LA_VALEUR c-a
|~Yi PREND_LA_VALEUR Xi+a-b

|-ITRACER_POINT (Xi, i} 7
|-TRACER_SEGMENT (Xi, Yi)->(Xi,-20}

-TRACER_SEGMENT (Xi, Yi)->(-20, Yi} 7
LTRACER_SEGMENT (Xi, Yi)->(20,20+a-b) 7

“~FIN_ALGORITHME

Les valeurs de Xi et Yi sont les coordonnées du

sommet de la droite tropicale.

Xmin: -28 ; Xmax: 28
¥Ymin: -28 ; Ymax: 28
Gradx: 2 ; Grady: 2

2) Les équations cartésiennes de droites dans I’espace

Apres avoir représenté des droites tropicales dans le plan, on s’est intéressé a leur représentation
dans 'espace. Expliquons cela sur un exemple.
On s’intéresse a la droite représentant la fonction d’expression :

Fx,y)=35Qx @ 6Qy ® (-2)
Dans le monde « habituel » onadonc: F(x,y) = max(3,5+x; 6 +y;—2).
On va représenter les plans d’équations: z=354+x ; z=6+y ; z = —2, etonvavisualiser
géométriguement les domaines de prédominance de chacun de ces trois plans. Les intersections de
ces trois plans permettent de déterminer la droite tropicale dans 'espace...
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Avec le logiciel Xcas, en tapant la commande plotfunc(max(3.5+x, 6+y, -2), [x,y]), on obtient le
graphique suivant :
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3) Passons au degré supérieur

De la méme fagon on peut représenter un polyndme de degré supérieur.

Dans le monde « habituel » Dans le monde tropical

Une équation cartésienne est de la forme a®x2' @ Y2 @ cR®*Qy ® dRx ® eQRYDf
ax?> +by? +cxy+dx+ey+f =0,avec =max(a+2x;b+2y;c+x+y;d+x;e+y;f)
a,b,c,d,e € R

Comment représenter une droite de degré supérieur ? Essayons a I'aide des domaines de
prédominance comme précédemment :

Le domaine ol a + 2x « domine » doit vérifier les Le domaine oU b + 2y « domine » doit vérifier

conditions suivantes : conditions suivantes :
oa+2x>b+2y@y<%b+x 0b+2y>a+2x<:)y>%b+x
sat2x>c+x+y oy<a-c+x] eb+2y>c+x+y @
cat+2x>d+x o[x>d-d 0b+2y>d+x(:>y>d_:+x

eat+2x>e+y ©|ly<2x+a-—e|
br2y>ery ofze )
oa+2x>f<:>x>T b
'b+2y>f@ y>T
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Le domaine ol ¢ + x + y « domine » doit vérifier
les conditions suivantes :

¢ ctxty>erreSari=g
¢ ctxty>bizyely<e—biy

. c+x+y>d+xe|y>c—d]
. ctx+y>etyeox>e—c|

¢ chxiy>fef>rocid

Le domaine ou d + x « domine » doit vérifier les
conditions suivantes :

e  dix>a+2xex<d—d

d—-b+x
2

. d+x>c+x+y<:>
. drxsetyapRi—erd
N YT

o d+x>b+2y o|ly<

Le domaine ou e + y « domine » doit vérifier les
conditions suivantes :

. d+y>a+2xe|y>2x+a—d|

. d+y>b+2y<:>
o d+y>c+x<:)
. d+y>e<:>

. ety>foly>f-e

Le domaine ou f « domine » doit vérifier les
conditions suivantes :

ef>a+2x e x<%

of>b+2ye y<fz;b

ef>ct+x+y @ly<f-c—x|

frdix o2
cfretyol<r—d

Ces inégalités —nombreuses - ne sont pas aisées a confronter « a la main », sauf dans des cas

particuliers conduisant a des simplifications et a la représentation effective de moins de domaines de

prédominance...

Exemple : a 'aide du logiciel Xcas , pour F(x,y) = X2l D10 y D xQy @ (-5),0n
obtient la représentation ci-dessous, sur laquelle on ne voit plus apparaitre seulement trois plans

représentant les domaines de prédominance mais quatre...

L~
L]

On a saisi la commande : plotfunc(max(2x, -10+2y, x+y, -5), [x,y])...
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Conclusion :

Nous avons appris beaucoup de choses en faisant ce travail, sur la Géométrie Tropicale comme sur
les Mathématiques plus généralement. Les régles et propriétés de calcul, la représentation de
fonctions dépendent de la fagon dont on définit les opérations...

Nous n’avons pas pu établir d’algorithme général de tracé d’une représentation de polynéme
tropical de degré 2 ou plus faute de temps, et aimerions nous y intéresser a I'avenir...
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