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— Présentation intéressante / explications suffisantes
pour comprendre tout de suite les démonstrations /
dessins formés très chouettes

— nous avons été étonnées de découvri r toutes les
figures obtenues à partir de pliages de papier.Bravo à
ceux qui se sont investis dans ce sujet !!

présentation du sujet

Plions une feuille de papier plusieurs fois en
rabattant soit le côté gauche sur le côté droit,
soit le côté droit sur le côté gauche. Déplions-
la maintenant en formant à la place des plis
des angles droits. Nous obtenons la courbe
ainsi formée sur la tranche de la feuille.

Nous présenterons nos recherches en com-
mençant par vous montrer l a progression
d’une courbe en fonction du nombre de
pliages, de là nous pourrons immédiatement
tirer des généralités sur toutes les courbes et
nous finirons en vous exposant les particula-
rités de certaines courbes que nous avons
observées plus en détail.

génération d’une courbe

la courbe du dragon par exemple

La courbe du dragon est la courbe obtenue si
l’on plie la feuille toujours de la droite vers la
gauche ou toujours de l a gauche vers la
droite :

PREMIER PLIAGE

FEUILLE

SECOND PLIAGE

DEPLIAGE

COURBE

0 pliage 1 pliage 2 pliages
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généralités

Rien qu’en observant la progression d’ une
telle courbe, on tire déjà plusieurs propriétés
de n’ importe quel le courbe, propriétés que
vous  avez sans doute vous-même remar-
quées :

la courbe ne se recoupe jamais

En effet, et quelque soit le nombre de pliages
que l’ on fait la courbe se rejoint en certains
endroi ts mais jamais ne se coupe. En fai t,
cette propriété est évidente car la courbe a la
forme de la tranche d’ une feui lle, laquel le
feuille ne peut bien sûr pas se couper.

[NDLR : pas si  évident … si  on ti ent à
déplier systématiquement à 90°, est-ce qu’on
arrive à le faire sans couper la feuille ?]

une simple rotation différencie les courbes de
n pliages et de (n+1) pliages

On voit bien sur ces courbes que l’on retrou-
ve l’intégralité de la courbe à 2 pliages sur la
courbe à trois pliages de D à O et que la por-
tion de courbe de O à A’  n’ est que l’ image,
par la rotation de centre O et d’angle 90°, de
la portion de la courbe DO.

Ceci s’explique encore tout bêtement : si l’on
choi si t de ne dépl ier que 2 pl iages de la
feui lle sur laquel le on en a effectué 3, on
obtiendra alors la courbe à 2 pliages, si ensui-
te on déplie le troisième pliage, on retrouvera
donc la courbe à 2 pliages de part et d’autre
du troisième pliage, ce dernier étant ouvert à
90°, la rotation est évidente.

De cette propriété découlent 2 autres évi-
dentes :

l’angle axe de départ/axe d’arrivée

Ce que nous appelons axe de départ, c’est la
droite qui porte le segment qu’est la courbe à
0 pliage ; ce que nous appelons axe d’arrivée,
c’est la droite qui relie le point de départ au
point d’arrivée.

D’après la propriété précédemment énoncée,
A3 est l’image de D par  R(O ; –90°) soit

(OD, OA3) = –90° et OD = OA3.

On a donc (O, D, A3) triangle isocèle rec-
tangle en O et l’angle (DO, DA3) = 45°. Or le
point O est aussi le point A2, l’axe d’arrivée a
donc effectué une rotation d’angle 45°.

Si on reprend l’exemple de la courbe du dra-
gon, à chaque pliage de plus, l’ axe des arri-
vées effectue une rotation de 45° dans le sens
posi t i f  soi t l ’ axe d’ arrivée au bout de n
pliages fait un angle de n.45° avec l’axe de
départ.

3 pliages

4 pliages

5 pliages

2 pliages

A → Arrivée

D → Départ

3 pliages

O

D

A'

DA0

A1

O-A2 A3

Axe de départ

Axe d'arrivée
pour 3 pliages

Axe d'arrivée
pour 2 pliages

Arrivée à
0 pliage

+
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En généralisant, un pl iage à droite entraîne
une rotation posi tive et un pliage à gauche,
une rotation négative, de telle sorte que pour
une courbe à n pliages à gauche et m pliages
à droite, l’angle entre les deux axes vaut

(m– n).45°.

distance du point d’ ar r i vée au point de
départ

Nous avons vu précédemment que le triangle
(An, D, An+1) était isocèle rectangle en An ; si
l’on considère la distance DAn+1 par rapport
à DAn, on obtient DAn+1 = √2.DAn. On prou-
ve ainsi aisément que cette formule est récur-
rente, si l’on pose que le segment DA0 vaut 1
cm, on obtient la formule :

DAn = (√2)n cm.

une codification facile

Tracer une courbe, cela revient finalement à
aller du point D au point A en faisant des seg-
ments égaux au bout desquels on tourne à
droite ou à gauche pour faire un autre seg-
ment et ainsi de suite. On peut donc coder par
une suite de D et de G ou de 0 et de 1 (où par
exemple le 0 voudrai t dire droi te et le 1
gauche).

Observons les suites obtenues pour la courbe
du dragon :

1 pliage   : G ou 1
2 pliages : GGD 110
3 pliages : GGDGGDD 1101100
4 pliages : GGDGGDDGGGDDGDD

ou 110110011100100
pour 4 pliages :

On observe donc que la sui te est “ symé-
trique” par rapport à la valeur pivot qui cor-
respond au dernier pl iage effectué, c’ est-à-
dire qu’à un 1 dans la partie A correspond un
0 dans la partie B.

Effectivement, déplier le quatrième pliage en
terme de codification revient à effectuer le
parcours exactement inverse (voir figure sui-
vante) à partir du point A3 et dans le sens que
nous indique la valeur pivot.

Ainsi, si nous avons tourné à droite (0), puis
à gauche (1), puis à gauche (1) à l’aller, nous
tournerons à droite (0) puis à droite (0) puis à
gauche (1) au retour.

Ceci étant valable dès le premier pliage, il est
facile (dans le principe) de faire la codifica-
tion de n’importe quelle courbe, sachant dans
quel sens ont été effectués les pliages succes-
si fs (nous nommons donc les di f f é r e n t e s
courbes par ces pliages, par des D ou des G).

Cette codi f i cati on ayant l ’ avantage de
s’exprimer en binaire, nous l ’ avons faci le-
ment tradui t en informatique et c’ est ainsi
que nous avons obtenu les différentes courbes
présentées dans cet article. [NDLC : voir le
programme donné en annexe, page 111.]

1 1 0  1 1 0 0 1  1 1 0 0 1 0 0 

A B

B est le 
m i r o i r  
de A

Pliage supplémentaire :
valeur pivot

A3 → pivot 
valeur 1

=A4

Suite de la codification pour  pliage 4  
soit  sens  inverse  de           : "retour"

 Sens de la codification de D à  A 
donc  code de pliage B : "aller"

D

D
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particularités de certaines courbes

En étudiant ce sujet, nous nous sommes attar-
dés sur un de ses aspects : le remplissage du
plan et le plus grand espace quadrillé que pré-
sentent les courbes.

Mais compter les petits carrés n’ est pas ce
qu’il y a de plus rapide ; de plus, nous avons
aussi  étudié des courbes qui  f i nalement
n’avaient pas d’intérêt.

Nous ne vous présenterons que la partie la
plus fructueuse de nos travaux.

la courbe Pythagore : DGDG …

Son nom:

Nous l’avons appelée du fait de sa géométrie
d’ ensemble qui est toujours un triangle rec-
tangle, et qui de plus est isocèle, quel que soit
le nombre de pliages.

Son évolution:

Elle s’ obtient en alternant ainsi les pliages :
un à droite, un à gauche, etc.

Je suppose vraie cette affirmation :

“La courbe Pythagore s’inscrit pour n pliages
dans le 1/8 de plan qui s’ ouvre à parti r du
départ de la courbe”.

Cette aff irmation est visiblement vraie pour
les courbes de pliage 1 à 5.

De plus, comme nous l’avons précédemment
expliqué, pour obtenir une courbe au pliage
suivant, i l  suff i t d’ effectuer une rotation
d’angle 90° et de centre l’arrivée de la courbe
précédente.

Deux cas se présentent alors :

•  la courbe  ressemble à :

La rotati on
nous donne au
(n+1)ième pliage :

Toujours dans
le 1/8 du plan.

• la courbe  ressemble à :

La rotation nous
donne au (n+1)ième

pliage :

Toujours dans le
1/8 du plan.

0 pliage1 pliage 2 pliages

3 pliages 4 pliages

5 pliages

D A

D A A'

A

D

A'

D

A
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le remplissage du 1/8 de plan

Nous nous sommes amusés à compter le
nombre de carrés “ fermés”  que contenait la
courbe à n pliages. Nous avons trouvé :

La suite Un qui représente le nombre de car-
rés de la courbe à n pliages est définie par :

[NDLR : cette propriété complexe ne nous
semble pas évidente.]

Remarquons la représentation géométrique de
chaque terme de cette suite.

La courbe DDGG…

Son évolution

Elle s’ obtient en alternant ainsi les pliages :
deux à droite, deux à gauche, …

Son remplissage

On observe, sans savoir le montrer, que la
courbe se cantonne à un quart de plan, toute-
fois, cela reste logique puisque l’axe d’ arri-
vée balaye un quart de plan (voir définition
de l’axe d’arrivée, page 106). D’autre part, on
remarque que la courbe s’imbrique très bien
en elle-même un pliage sur deux.

Le comptage intégral  de tous les carrés ne
nous amenant à rien d’ évident, nous avons
donc eu l ’ idée de ne compter que la plus
grande surface rectangulaire remplie, ce qui
nous donne :

nb pliages   0    1     2    3   4    5    6    7     

nb carrés     0    0    0    1    3    9   21  49

U0 = 0
Un+1 = 2 Un + Vn pour n ≥ 0

où l’on a :

V0 = 0 ; V1 = 0
Vn+1 = 2 Vn–1 + 1          pour n ≥ 1

0 pliage 1 pliage

3 pliages 4 pliages

2 pliages

5 pliages

  nb de																	
pliages    0  1  2  3  4  5  6   7   8   9   10
         
nb de		
carrés      0  0  0  0  1  1  6  6   42 42  210  
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ce qui donnerait une suite Un, nombre de car-
rés fermés dans le plus grand rectangle rem-
pli, ainsi définie :

Mais cette sui te reste “ indénommée”  …
[NDLC : c’est-à-dire cette formule n’est pas
démontrée.]

conclusion

C’ est cer tai nement bi en mais d’ autres
courbes présentent sans doute d’autres parti-
cularités, je vous donne pour exemple :

DGDDGGDDDGGG… DDDGGG…

Merci de vous être arrêté sur notre article.
[NDLR : voir aussi  l ’ article suivant, page
113.]

U0 = 0,  
U1 = 0,  U2 = 0,  

U3 = 0,  U4 = 1,  U5 = 1

Un+1 = 2 Un–1( 2 Un–1 + 1) pour n ≥ 6
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pr ogr am dr agon;
uses gr aph, cr t ;

c o n s t
{ h = 2 ; }
m p = 1 5 ;
m t = 3 2 7 6 8 ;

t y p e
i n d 1 = 0 . . 2 ;
i n d 2 = 1 . . m t ;

v a r
h , x , x 1 , x 2 , m x , y , y 1 , y 2 , m y : i n t e g e r ;
s : s t r i n g [ m p ] ;
e r : b o o l e a n ;
d r d : c h a r ;
d i r , r : s t r i n g [ 1 ] ;
i , j , f i n t a b : i n d 2 ;
t ab: ar r ay[ i nd2]  of  i nd1;

{ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
pr ocedur e gr aphi ni t ;
v a r

gr aphpi l ot e,  gr aphmode, coder r eur : i nt eger ;
c h e m i n : s t r i n g [ 2 0 ] ;

b e g i n
g r a p h p i l o t e : = d e t e c t ;
c h e m i n : = ' c : \ p r o g \ t p 6 \ b g i ' ;
i n i t g r a p h ( g r a p h p i l o t e , g r a p h m o d e , c h e m i n ) ;
c o d e r r e u r : = g r a p h r e s u l t ;
i f  coder r eur <>gr Ok t hen wr i t e( ' er r eur  gr a-

p h i q u e : ' , g r a p h e r r o r m s g ( c o d e r r e u r ) )
e n d ;
{ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
pr ocedur e t abl o;
b e g i n

f or  i : =1 t o mt  do
t a b [ 1 ] : = 2 ;

e n d ;
{ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
pr ocedur e er r eur ( a: by t e) ;
b e g i n

c l o s e g r a p h ;
g o t o x y ( 1 , 1 ) ;
wr i t e( ' er r eur ' , a, ' : pr ogr am dr agon t er mi n! ' ) ;
r e a d l n ;
h a l t ;

e n d ;
{ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
pr ocedur e code;
b e g i n

f i n t a b : = 1 ;
whi l e t ab[ f i nt ab+1] <2 do f i nt ab: =f i nt ab+1;
i f  ( f i nt ab* 2+1) >mt  t hen er r eur ( 1)
el se begi n

i f  di r =' D'  t hen t ab[ f i nt ab+1] : =1
el se begi n

i f  di r =' G'  t hen t ab[ f i nt ab- 1] : =0
el se er r eur ( 2) ;
e n d ;

f or  i : =1 t o f i nt ab do
b e g i n
i f  t ab[ f i nt ab- i +1] =1 t hen t ab[ f i nt ab- i +1] : =0
el se t ab[ f i nt ab+i +1] : =1;
e n d ;

e n d ;
e n d ;
{ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
pr ocedur e t r ace;
b e g i n

e r : = f a l s e ;
m x : = g e t m a x X ;
m y : = g e t m a x Y ;

{  x1: =mx di v  2;
y1: =my di v  2;
x 2 : = x 1 + h ;
y 2 : = y 1 ; }
m o v e t o ( x 1 , y 1 ) ;
l i n e ( x 1 , y 1 , x 2 , y 2 ) ;
f i n t a b : = 1 ;
whi l e t ab[ f i nt ab+1]  <2 do f i nt ab: =f i nt ab+1;

f or  i : =1 t o f i nt ab do
b e g i n
i f  t ab[ i ] =1 t hen

b e g i n
i f  y1=y2 t hen

b e g i n
i f  x1>x2 t hen y2: =y2+h
el se y2: =y2- h;
x 1 : = x 2 ;
e n d

e l s e
b e g i n
i f  y1>y2 t hen x2: =x2- 2* h
el se x2: =x2+2* h;
y 1 : = y 2 ;
e n d ;

e n d ;

i f  t ab[ i ] =0 t hen
b e g i n
i f  y1=y2 t hen

b e g i n
i f  x1>x2 t hen y2: =y2- h
el se y2: =y2+h;
x 1 : = x 2 ;
e n d

e l s e
b e g i n
i f  y1>y2 t hen x2: =x2+2* h
el se x2: =x2- 2* h;
y 1 : = y 2 ;
e n d ;

e n d ;

i f  ( 0<x1)  and ( x1<mx)  and ( 0<x2)  and ( x2<mx)  and
( 0<y1)  and ( y1<my)  and ( 0<y2)  and ( y2<my)  t hen

l i n e ( x 1 , y 1 , x 2 , y 2 )
el se er : =t r ue;
e n d ;

e n d ;
{ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - -
B E G I N

c l r s c r ;
r e p e a t
t a b l o ;

g o t o x y ( 1 , g e t y + 2 ) ;

wr i t e( ' Quel  enchanement  voul ez- vous? ( ATTENTI ON
' , mp, '  max i mum! ) ' ) ;

r e a d l n ( s ) ;
wr i t e( ' quel  pas?' ) ;
r e a d l n ( h ) ;
wr i t e( ' quel  poi nt  de dpar t ? val eur  en x: ' ) ;
r e a d l n ( x ) ;
x 1 : = x ;
wr i t e( '                      val eur  en y: ' ) ;
r e a d l n ( y ) ;
y 1 : = y ;

wr i t e( ' vous par t ez  dans quel  sens?( h, b, d, g) ' ) ;
d r d : = u p c a s e ( r e a d k e y ) ;
case dr d of

' H ' : b e g i n
x 2 : = x 1 ;
y 2 : = y 1 - h ;
e n d ;

' B ' : b e g i n
x 2 : = x 1 ;
y 2 : = y 1 + h ;
e n d ;

' D ' : b e g i n
y 2 : = y 1 ;
x 2 : = x 1 + h ;
e n d ;

' G ' : b e g i n
y 2 : = y 1 ;
x 2 : = x 1 - h ;
e n d ;

e n d ;
r e a d l n ;
g r a p h i n i t ;
i f  l engt h( s) >mp t hen er r eur ( 4) ;
i f  upcase( s[ 1] ) =' D'  t hen t ab[ 1] : =1
e l s e

b e g i n
i f  upcase( s [ 1] ) =' D'  t hen t ab[ 1] ; =1
el se er r eur ( 5) ;
e n d ;

f or  j : =2 t o l engt h( s)  do
b e g i n
d i r : = u p c a s e ( s [ j ] ) ;
c o d e ;
e n d ;

c l o s e g r a p h ;
g o t o x y ( 1 , 1 ) ;
{  f or  i : =1 t o mt  do

wr i t e( t ab[ i ] ) ;   }
g r a p h i n i t ;
t r a c e ;
r e a d l n ;
c l o s e g r a p h ;
g o t o x y ( 2 , 2 ) ;
i f  er =t r ue t hen wr i t el n( ' sor t i e d' ' c r an' ) ;
wr i t el n( ' vot r e cour be:  ' , s ) ;
wr i t el n( ' vot r e pas:  ' , h) ;
wr i t el n( ' vot r e poi nt  de dpar t : x=' , x) ;
wr i t el n( '                      y=' , y) ;
wr i t el n( ' vot r e di r ec t i on:  ' , dr d) ;
wr i t e( ' voul ez- vous r ecommencer ? ( o, n) ' ) ;
r e a d l n ( r ) ;
r : = u p c a s e ( r [ 1 ] ) ;

unt i l  r =' N' ;
E N D .
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