
Polyominos de périmètre minimal



Les Polyominos

Un polyomino est un assemblage de carrés 
collés bord à bord.



Étant donné un certain nombre de carrés N, 
quel est le plus petit périmètre que l’on peut 
obtenir en construisant des polyominos à N 
carrés ?
 

                                                   Le Sujet



● On prend un nombre de carrés appelé N. 

● On veut créer avec ces carrés le polyomino 
ayant le plus petit périmètre.

       Simplification 



     Périmètres
● Comment calculer le périmètre P d’un polyomino ?
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Exemple: N = 6

P = 14 P = 12 P = 10

Sur ces trois polyominos, celui qui a le plus petit périmètre est 
celui de droite. Mais est-ce le plus petit possible ?



Propriété 1
Si on rajoute un carré collé à un seul autre on ne rajoute que 
2 de périmètre. 
En effet, soit P le périmètre de départ et P' celui d’arrivée ; on ajoute un 
carré.                 

 P' = P – 1 + 3 = P + 2   

P = 4 P = 6 car les deux côtés 
du milieu ne comptent 
pas dans le périmètre 



Propriété 2
Si on rajoute un carré entouré d’autres on n’augmente 
pas le périmètre ; il peut même diminuer.

Soit P le périmètre de départ et P' celui d’arrivée. 
P' = P – 2 + 4 - 2 = P

P = 8
P =  8  (les deux côtés 
rouges ne comptent plus (-2) 
et on rajoute les deux côtés 
extérieurs (+2))



P = 12 P = 10

On rajoute un carré et le périmètre diminue.



Remarque 
● Certains polyominos ont un périmètre identique :    

ceux obtenus par rotation ou par symétrie axiale.

● Exemple :

 Rotation 
 Symétrie axiale

En effectuant ces deux transformations, on obtient des 
polyominos de même périmètre.



Exemples de polyominos
Pour 1 carré :

Pour 2 
carrés :

Pour 3 carrés :

Pour 4 carrés :



Pour 5 carrés :

Pour 6 carrés :



Avec un nombre de carrés N donnés, voici le plus petit périmètre trouvé 
(on s’est servi des 2 remarques précédentes pour trouver les périmètres 

minimaux de proche en proche)

N périmètre
1 4

2 6

3 8

4 8

5 10

6 10

7 12

8 12

9 12

10 14

11 14

12 14

13 16

14 16

15 16

16 16

17 18

18 18

19 18

20 18



Dror Alexinitzer
Note
l’édition regrette que ce tableau ne soit pas présenté comme le précédent (diapo 13)



Conjecture 
Pour calculer le périmètre minimal d’un polyomino 
constitués de N carrés, on trouve le nombre au 
carré le plus proche de N :
- Si le carré le plus proche est inférieur à N,  on 
calcule sa racine carrée qu’on multiplie par 4 et on 
ajoute 2.
- Si le carré le plus proche est supérieur à N ou si 
N est un carré, on calcule sa racine carrée qu’on 
multiplie par 4.



Exemples
Si N = 26 : 

Le carré le plus proche est : 25 = 5²

Comme 26 > 25

Périmètre minimal d'un polyomino à 26 carrés :
                            5 * 4 + 2 = 22



Si N = 99 : 

Le carré le plus proche est : 100 = 10²

Comme 99 < 100

Périmètre minimal d'un polyomino de 99 carrés :
                              10 * 4  = 40



Nous n’avons pas réussi à démontrer cette 
conjecture qui nous semble vraie avec nos 2 
remarques et le tableau des premiers 
exemples.
Nous avons tout de même réussi à démontrer 
un résultat et à expliquer d’où vient notre 
conjecture. 



Propriété 3
Si N = n2 alors le périmètre de la forme carrée 
du polyomino sera plus petit que celui d’une 
forme rectangulaire.



Démonstration

n

n

Aire: n²
Périmètre: 4n

x

y

Aire : xy = n² donc y = n²/x  (x>0)

Périmètre:  2y + 2x = 2 (x + y)

N = n2    avec N > 0

x > y > 0



On doit démontrer que : 4n < 2 (x+y)

ce qui revient à démontrer que :
      2n < x + y

  ⇔ 0 < –2n + x + y

  ⇔ 0 < –2n + x + n²/x

  ⇔ 0 < –2nx + x² + n²

  ⇔ 0 < (n – x)²



Comme un carré est toujours positif, 
alors (n-x)² est positif et donc :   

4n < 2(x+y)              

Dror Alexinitzer
Note
"un carré est toujours positif" donne uniquement l’inégalité large, il faut rajouter l’argument x ≠ n (ie on a un rectangle qui n’est pas un carré) pour obtenir l’inégalité stricte.



Conclusion 
Le périmètre du carré sera 
toujours plus petit que celui du 
rectangle de même aire.



A partir de ce polyomino de périmètre minimum  
qu’on a montré être le carré, on ajoute un carré 
n’importe où ce qui ajoute 2 au périmètre (c’est 
notre propriété 1).
En ajoutant ensuite des carrés de proche en 
proche, le périmètre ne varie plus jusqu’à ce 
qu’un côté soit entièrement « complété ».



Puis on ajoute encore 2 au périmètre pour 
commencer sur l’autre côté jusqu’à arriver à la 
prochaine forme carrée où on aura ajouté 4 par 
rapport à la forme carrée précédente.

Dror Alexinitzer
Note
Voir figure diapo suivante pour plus de clarté.



Illustration
N = n2 ; P = 4n 

On ajoute 1 carré : 
+2 au périmètre

Le périmètre 
ne varie pas

On ajoute 1 carré : 
+2 au périmètre

Le périmètre 
ne varie plus



FIN 

Margot, Eloi, Eva et Suzie 




